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Vorwort

Die Algorithmik ist die Wissenschaft von den Algorithmen. Ein Algorithmus ist eine abstrakte,
aber eindeutige Beschreibung eines Prozesses, der von einem Menschen, von einem Computer
oder von einer anderen geeigneten Maschine ausgefiihrt werden kann. Als Rechenverfahren mit
Zahlen existierten die ersten Algorithmen bereits vor iiber 3000 Jahren, ihren Namen erhielten
sie im spaten Mittelalter, und ihre noch heute giiltige priazise Definition entstand in den 1930er
Jahren. Verglichen mit anderen grundlegenden Begriffen der Informatik ist also das Konzept
des Algorithmus uralt. Die Algorithmik behandelt Algorithmen als von der technischen Imple-
mentierung unabhingige Objekte, zentrale Gegenstinde der Algorithmik sind die Korrektheit
und die Effizienz von Algorithmen. Bei der Korrektheit geht es um die Frage, ob ein vorge-
schlagener Algorithmus ein gegebenes Problem auch wirklich 16st, bei der Effizienz um den
Ressourcenverbrauch (Laufzeit und Speicherplatz) eines Algorithmus in Abhéngigkeit von der
ProblemgoBe.

Eines der Ziele der Algorithmik ist es, zu einer gegebenen Problemstellung einen moglichst
guten Algorithmus zu finden. Hierbei wird die Qualitit eines Algorithmus — seine Korrektheit
vorausgesetzt — mit seiner Effizienz gemessen: Von zwei Algorithmen, die dasselbe Problem
losen, ist derjenige ,,besser®, der weniger Ressourcen benotigt. Die Algorithmik behandelt also
insbesondere die zur Analyse und Bewertung von Algorithmen notwendigen mathematischen
Methoden. Ein wesentliches mathematisches Werkzeug dazu ist die asymptotische Notation.

Zwei an die Algorithmik angrenzende Gebiete der Theoretischen Informatik sind die Bere-
chenbarkeitstheorie und die Komplextititstheorie. Beide erweitern die eigentliche Algorithmik,
indem sie nicht einzelne Algorithmen untersuchen, sondern die Losbarkeit eines gegebenen Pro-
blems iiberhaupt behandeln. Wihrend die Berechenbarkeitstheorie grundsitzlich danach fragt,
ob ein Problem durch Algorithmen Idsbar ist, versucht die Komplexititstheorie die Frage zu
beantworten, welche Probleme effizient 16sbar sind. Eine der zentralen offenen Fragen der Kom-
plexitétstheorie ist das beriihmte ,,P versus NP““-Problem, ob die Klasse P der effizient 16sbaren
Probleme sich tiberhaupt von der Klasse NP der ,,schweren* Probleme unterscheidet.

Beide angrenzende Gebiete werden wir in diesem Skript nicht betrachten. Zum Grundver-
standnis von Algorithmen allerdings unverzichtbar sind Datenstrukturen. Jeder Algorithmus
erwartet Daten als Eingabeparameter und muss typischerweise wihrend seines Ablaufs Daten
zwischenspeichern. Das vorliegende Skript behandelt daher zunidchst Konzepte verschiedener
wichtiger Datenstrukturen und stellt konkrete Implementierungen anhand des Java Collections
vor. Im zweiten Teil wird auf den Algorithmenbegriff und Komplexitatsberechnungen eingegan-
gen, wihrend im dritten Teil Algorithmen in Graphen und Netzwerken betrachtet werden.

Literatur. Die Literatur iiber Algorithmen ist sehr umfangreich, als Auswahl seien hier ge-
nannt: die ,,Klassiker* Cormen et al. (2001), Harel und Feldman (2006), Ottmann und Widmayer
(2012), Schoning (2001) und Sedgewick und Wayne (2014)), die alle weit iiber den Stoff dieses
Skripts hinausgehen. Lesenswert sind auch Barth (2003) und Vocking et al. (2008)
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Von einem abstrakten Standpunkt aus gesehen lernt man in einer Vorlesung iiber die Grundlagen
der Programmierung, informationsverarbeitende Sequenzen einzelner Anweisungen in einer Pro-
grammiersprache, z.B. Java, zu erstellen. Eine solche ,.informationsverarbeitende Sequenz von
Anweisungen* ist beispielsweise die Berechnung der Wurzel einer Zahl nach dem Heron’schen
Verfahren oder die Aufsummierung der Umsitze aller Kunden einer bestimmten Region. Durch
den Ablauf der Anweisungen wird aus gegebenen Eingabedaten Information gewonnen. Wir
erzeugen mit Daten und Algorithmen also Information.

+ |Algorithmen| =

Inhalt der Algorithmik ist die systematische und analytische Behandlung von Algorithmen und
Daten. Der Schwerpunkt liegt dabei zwar auf der Untersuchung von Algorithmen, allerings kann
kein Algorithmus ohne Daten entwickelt oder ausgefiihrt werden. Es ist daher naheliegend, eine
Vorlesung iiber Algorithmik mit der Betrachtung von Datenstrukturen zu beginnen.

1.1 Datentypen

Daten spielen in der Informatik eine zentrale Rolle. In der Geschichte der Informatik wurden
immer mehr und immer komplexere Daten verarbeitet. Die immer grofleren Datenmengen
konnten dabei mit immer weiter entwickelter Hardware gespeichert werden, die komplexeren

6
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Daten konnten durch komplexere Datenkonzepte der Programmiersprachen mit dazu passenden
Algorithmen verarbeitet werden.

Was aber sind Daten eigentlich genau? In der Informatik sind Daten eine maschinenlesbare,
in Zeichenketten digital kodierte und umkehrbare Darstellung von Information [[SO| 2121272][T]
In einem Computer sind diese Zeichenketten bindr kodiert, sind also Bindrwdrter mit 0 und 1
als Buchstaben.

Definition 1.1 Eine Datenstruktur ist nach ISO/IEC 2382 [ISO| 2122353] eine physische oder
logische Beziehung zwischen Dateneinheiten und den Daten selbst. Sie ermoglicht spezifische
Operationen auf ihre Dateneinheiten. O

Diese Definition ist zwar sehr prizise, aber auch sehr abstrakt, wie wissenschaftliche Definitionen
ja oft. Was ist denn eine ,,physische oder logische Beziehung zwischen Dateneinheiten und den
Daten selbst“? Eine Datenstruktur ordnet die Daten in spezifische Einheiten und verkniipft sie
miteinander. Das Ziel einer Datenstruktur ist eine abstraktere Darstellung von Daten, die eine
effiziente Sicht auf spezifische Aspekte der Daten ermoglicht.

Beispiel 1.2 Eine einfache Datenstruktur vieler Programmiersprachen ist der Datentyp int, der
ein Bindrwort der Linge 4 Byte = 32 Zeichen als eine ganze Zahl n mit

3 <y o< 23

darstellt. Der Datentyp ermoglicht als Operationen auf seine Dateneinheiten die fiinf Grundre-
chenarten +, —, -, / und %. O

Mit Hilfe von Datenstrukturen werden also in Bindarwortern kodierte Daten auf hohere Ab-

straktionsschichten gehoben. Dieses Vorgehen ist dhnlich wie beim Schreiben Buchstaben zu
Wortern werden. Fiihrt man die Abstraktion fort, so gelangt man iiber die primitiven Datentypen

[ Datenbanken } Biicher )
( )

relationale, Graphen-, verteilte, ...

~

abstrakte Datentypen
List<T>, Set<T>, Map<K, V>, Bdume, ...

Kapitel

bjekte, Datensétze, Tupel, .. /
\ !
primitive Datentypen @D
char, int, double, ... orter

’ T
! <Typ>[] .
[ komplexe Datentypen }//‘/ Sitze
0) o

Bindrworter @
(0’ 1) uchstaben

Abbildung 1.1: Das Geflecht der zunehmenden Datenkomplexitit, links in der Informatik, rechts beim Vorgang
des Schreibens. Datenstrukturen sind eingefirbt. Die Pfeile markieren Abstraktionen von Datenmodellen; der
gestrichelte Pfeil markiert eine Abstraktion, die in manchen Programmiersprachen (z.B. Java) nicht vorgesehen ist.

Der Singular von ,,Daten” ist eigentlich ,,Datum®, heiflt in der Informatik aber iiblicherweise ,,Datenwort* oder
,.Datenelement.
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zu abstrakteren Konzepten wie Objekten, Datensédtzen oder Arrays, dhnlich wie im Schriftli-
chen Worter zu Satzen werden. Abstrahiert man noch weiter, so gelangt man zu dem Konzept
der Datenbanken. Bei einer Datenbank steht die dauerhafte und widerspruchsfreie Speicherung
grofler Datenmengen im Vordergrund, die aus verschiedenen Sichten ausgewertet werden kon-
nen. Beispielsweise kann in einer Unternehmensdatenbank der Gesamtumsatz eines Kunden
angezeigt werden, aber auch der Umsatz aller Kunden eines bestimmten Vertriebsmitarbeiters,
und so weiter. Datenbanken werden iiblicherweise nicht mehr zu den Datenstrukturen gezéhlt.

1.1.1 Primitive Datentypen

Die Basis fiir diese Datenkonzepte dienen einige wenige grundlegende Datentypen, jeweils eine
feste endliche Menge an Symbolen (in Java char), an ganzen Zahlwerten (z.B. int) und an
Gleitkommazahlen (meist double nach IEEE 754); oft sind auch explizit zwei Boole’sche Werte
vorgesehen (z.B. true und false vom Typ boolean). Dies sind die grundlegenden primitiven
Datentypen. Die primitiven Datentypen stellen selbst bereits eine Abstraktion von Daten dar,
denn so miissen wir bei der Programmierung nicht mit uniiberichtlichen binidren Zeichenketten
umgehen, sondern konnen fiir uns Menschen komfortablere Konzepte wie Unicode-Symbole
oder Zahlen verwenden. Im iibertragenen Sinne kiimmern wir uns also nicht mehr um die
einzelnen Buchstaben eines Wortes, sondern um die Worter selbst.

Beispiel 1.3 In Java ist die kleinste verarbeitbare Dateneinheit 1 Byte, also ein Datenwort mit 8
Binérzeichen. Wichtige primitive Datentypen in Java sind die folgenden:

Bedeutung Datentyp SpeichergoBe Operationen

Boole’sche Werte boolean 1 Byte logische: !, &&, | |, ®
Buchstaben char 2 Byte —

Ganze Zahlen int 4 Byte arithmetische: +, -, *, /, %
Reelle Zahlen double 8 Byte arithmetische: +, -, *, /, %

Jeder Datentyp ermoglicht spezifische Operationen, die auf seine Datenworter angewendet
werden konnen, die meisten sind Verkniipfungsoperatoren (,,bindre Operatoren) <T> X <T>
— <T>, nur der logische NOT-Operator ist unidr (<T> — <T>). Eine vollstindige Liste der
primitiven Datentypen in Java befindet sich z.B. inf?] O

1.1.2 Objekte und Datensatze

Daten komplexer Datentypen sind typischerweise in der objektorientierten Programmierung als
Objekte implementiert, die aus ,,Attributen* oder ,,Datenfeldern* bestehen. Dies konnen wie-
derum Objekte sein oder Werte grundlegender Datentypen. In allgemeineren Zusammenhéngen
nennt man sie auch Datensditze oder Tupel, und ihre Bestandteile ,,Feldern* oder ,,Spalten®.
Ein Objekt hat selber wieder einen Datentyp, eine sogenannte Klasse. Eine Klasse ist also
ein komplexer oder zusammengesetzter Datentyp. Auch in nicht-objektorientierten Program-
miersprachen gibt es derartige Datenstrukturen, in C beispielsweise ist es ein Struct.

Beispiel 1.4 Ein Unternehmen mochte seine Artikel digital verwalten. Da ein Artikel mehrere
Daten beinhaltet, z.B. eine Seriennummer, einen Eimkaufspreis und einen Verkaufspreis, kann
man ihn durch ein Objekt reprisentieren. In Java sdhe das dann wie folgt aus:

2de Vries und Weifj (2021):S. 22.
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Artikel class Artikel {
seriennummer: int int seriennummer;
einkaufspreis: double double einkaufspreis;
verkaufspreis: double double verkaufspreis;

}

Um auf ein Attribut eines gegebenen Objektes zuzugreifen, z.B. einen Hammer, kann man die
folgende Punktnotation verwenden:

hammer.einkaufspreis

Da ein Ziel der Objektorientierung die Kapselung der Daten ist, wird der Zugriff auf die
Attribute in der Regel eingeschrinkt, in Java z.B. mit private oder protected; damit wird ein
unbeschrinkter Zugriff nur tiber explizit implementierte 6ffentliche Objektmethoden ermdglicht.
]

1.2 Arrays

Eine wichtige Datenstruktur ist das Array. In einem Array wird eine endliche Anzahl von Ele-
menten oder Eintrigen des gleichen Datentyps gespeichert, und jedes Element erhilt einen
eindeutigen Index als ,,Adresse. Die Elemente eines Arrays a mit n Eintrigen werden iiblicher-
weise von 0 bis n — 1 durchnummeriert, das k-te Element wird mit a[k] oder a; bezeichnet.
Wir konnen uns ein Array bildlich als eine Kiste a mit durchnummerierten Fachern vorstellen,
die in Fach k den Eintrag a[k] bzw. a; hat. Mit

T[]
bezeichnen wir ein Array von Elementen des Typs T.
Beispiel 1.5 Ein Unternehmen hat 10 Artikel im Angebot und mochte speichern, wieviel von
jedem Artikel auf Lager ist. Zum Beispiel konnte man die Anzahl von 10 sich auf Lager

befindlichen Artikel als ein Array int[] anzahl von ganzen Zahlen int darstellen, so dass
anzahl[k] ist, also der Eintrag in Fach Nummer k.

Index: O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

VIR N T TN T R A T
anzahl=[11 [3 [23[4[5[73[1[12[ 19[4l ]

Dieses Array bedeutet also, dass beispielsweise der Artikel Nummer 5 noch mit der Stiickzahl
73 auf Lager ist. O

Ein Array ist eine Datenstruktur mit einem sogenannten Random Access, oder einem wahl-
freien Zugriff . Das bedeutet, dass auf ein beliebiges Element eines Arrays direkt, also in konstan-
ter Laufzeit, zugegriffen werden kann. Fast alle Speichermedien haben einen solchen wahlfreien
Zugriff, beispielsweise Arbeitsspeicher (RAM = Random Access Memory, aha!), Festplatten
oder USB-Sticks.

1.2.1 Mehrdimensionale Arrays: Matrizen und Tensoren

Wir haben oben ein Array
T[] array;

als eine Ansammlung von Elementen eines gegebenen Datentyps T definiert. Was ist aber nun,
wenn dieser Datentyp selber ein Array ist? Grundsitzlich steht dem nichts im Wege, man kann
ein Array von Arrays desselben Typs T implementieren:
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T[1[] arrayInArray;
Ebenso ein Array von Arrays von Arrays:
TI[1[1[]1 arrayInArrayInArray;

usw. Im Falle eines normalen Arrays benotigen wir genau einen Index [i] zur Adressierung
eines Elements, fiir ein Array von Arrays aber schon zwei Indizes [1][j]. Die Anzahl benotigter
Indizes eines Arrays zur Addressierung eines Elements vom Typ T nennt man seine Dimension.
Ein Array T[] ist also eindimensional, ein Array T[][] zweidimensional, ein Array T[][]1[]
dreidimensional, usw.

Ein zweidimensionales Array reprisentiert eine Tabelle, oder eine Matrix, wenn die Eintrage
Zahlen sind. Eine (m X n)-Matrix ist in der Mathematik eine rechteckige Anordnung von Zahlen
mit m Zeilen und n Spalten, also

ar ain
A= - (1.1)
Aml - Amn
mit den Zahlen q;; firi =1,...,mund j =1, ..., n. Die Zahlen a;; heilen die Elemente

oder die Eintréige der Matrix A. Wir schreiben oft auch A = (a;;): In der Mathematik verwendet
man zur Bezeichnung von Matrizen tiblicherweise Gro3buchstaben A, B, und deren Eintrige
werden mit den entprechenden Kleinbuchstaben bezeichnet. In der Informatik kann man diese
Unterscheidung nicht machen, denn eine Matrix

int[][] a = {
{0, 1},
{1, 0}

+;

beispielsweise hat als Array die Variable a, und ihre Eintrage erhélt man durch a[i][j], also
mit demselben Variablennamen.

Matrizen konnen, mit einigen Einschrinkungen, addiert und multipliziert werden: Zwei
(m x n)-Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) werden gemil der Vorschrift

ajp+bny - ai+biy
A+B= : : (12)

am1 +bml o Amn +bmn

addiert, und eine (m x n)-Matrix A = (a;;) und eine (n X k)-Matrix B = (b;;) gemil

Yoaibiy - Y aubi
i=1 i=1
AB = L (1.3)
n n
Z amibil te Z amibik
i=1 i=1

multipliziert, was eine (m X k)-Matrix AB nach dem Schema
(mxn)-(nxk) = (mxk)

ergibt. Ferner ist die skalare Multiplikation fiir einen Faktor k € R durch kA = (ka;;) definiert,
d.h. duch einfaches Multiplizieren jedes Eintrags mit k.
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Beispiel 1.6 Zum Beispiel ist
A= 9 an aiz ) _ 4 25
B ajzy djy djs N 3 6 1

eine (2 x 3)-Matrix. Man bezeichnet eine Matrix mit den Eintridgen kurz als A = (a;;) mit
i =1,2und j = 1,2,3. Dann ist das Element in Zeile i und Spalte j genau a;;. Zum Beispiel

gilt

425+37—12 (79 -7

361 8 2 2 ) \11 8 3
Hoherdimensionale Arrays, deren Eintrige Zahlen sind, heiflen allgemein Tensoren.

1.2.2 Nachteile von Arrays

Arrays sind eine extrem komfortable und vielseitig verwendbare Datenstruktur, enthalten in fast
allen gingigen Programmiersprachen. Allerdings haben sie auch gewisse Nachteile, die wir an
dem folgenden Beispiel herausarbeiten werden.

Beispiel 1.7 (Ein Telefonbuch) Da ein Telefonbuch aus gleich strukturierten Datensdtzen der
Form (Name, Vorname, Telefonnummer) besteht, liegt die Idee nahe, es als ein Array aus
Objekten der Klasse Eintrag zu speichern, also:

public class Eintrag {
private String name;
private String vorname;
private String nummer; // String wegen etwaiger fiihrender Nullen!

}

und das Telefonbuch als die Klasse

public class Telefonbuch {
private Eintrag[] eintrag;

public Telefonbuch() {
eintrag = new Eintrag[10];

}

public getEintrag(int k) {
return eintrag[k];

}

Hier wird im Standardkonstruktor ein Telefonbuch mit der Kapazitit von 10 Eintrigen erzeugt.
Mit der Deklaration Telefonbuch telefonbuch in der main-Methode einer Applikation konnte
man dann durch

telefonbuch.getEintrag(k);

auf den Eintrag Nummer k zugreifen, und mit den entsprechenden get- und set-Methoden in
der Klasse Eintrag konnte man dann auf dessen Daten zugreifen. Wenn man nun bei jedem
neuen Eintrag darauf achtet, dass er gemil der alphabetischen Sortierung nach dem Namen in
das Array eingefiigt wird, so ist das Array jederzeit sortiert. Wie konnen wir das gewéhrleisten?
Nehmen wir dazu an, das Telefonbuch habe eine Linge von 10 und enthalte die 6 sortierten
Eintrige
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k eintrag[k]

0 Bach, Johann Sebastian 704231
1 Beethoven, Ludwig van 499570
2 Chopin, Frederic 089702
3 Schumann, Clara 634535
4 Tchaikovsky, Peter Ilyich 471133
5 Vivaldi, Antonio 081500

Mochten wir nun einen neuen Eintrag einfiigen, z.B. einem Herrn Mozart, so miissen wir
zunéchst die Position finden, an die der Eintrag muss, hier also an Index 3. Wir miissen also
alle anderen Eintridge danach um eine Stelle nach hinten verschieben, und zwar von hinten nach
vorne bis zur Stelle 3:

5—6,
45,
3+ 4.
Dann ist Stelle 3 frei und wir konnen
eintrag[3] := (Mozart, Wolfgang Amadeus 175691)

einfiigen. Damit hat das Array nun 7 Eintrage mit Indizes O bis 6. Im Prinzip scheint also alles
in Ordnung. Was aber, wenn wir weitere vier Teilnehmer einfligen mochten? O

Mit diesem Beispiel sind zwei grundsitzliche Probleme mit Arrays als Datenstruktur er-
kennbar: Kennen wir bei einem Array zum Zeitpunkt seiner Erzeugung nicht die genaue Anzahl
der moglichen Eintrdge, so miissen wir eine Reserverkapazitit als Puffer vorsehen. Fiir riesige
Arrays mit Millionen oder Milliarden moglichen Eintrdgen kann das enormen Speicherplatz
belegen, der vielleicht nie bendtigt wird. Aber auch der Bedarf an Rechenzeit kann enorm
sein: Will man beispielsweise in einem riesigen Array einen Eintrag auf dem Index O einfiigen,
so miissen alle Eintrdge nach hinten verschoben werden. Ein Array ist eine extrem praktische
Datenstruktur, aber gibt es fiir manche Zwecke nicht vielleicht geeignetere Konzepte, insbe-
sondere beim Speichern und Verwalten sehr groler Datenmengen mit sehr vielen Einfiige- und
Loschoperationen?

1.3 Abstrakte Datentypen

Wir bezeichnen eine allgemeine Ansammlung von Daten desselben Datentyps als einen Con-
tainer. Die gespeicherten Dateneinheiten eines Container heilen seine Elemente oder seine
Eintrdige. Ein Container ist also eine ,,aggregierende Datenstruktur®, deren Anzahl an Datenein-
heiten im Unterschied zu den primitiven oder komplexen Datentypen erst zur Laufzeit bestimmt
ist. (Primitive Datentypen haben eine von der Programmiersprache festgelegte Speichergrofie,
komplexe Datentypen sind als Klassen zur Kompilierzeit festgelegt.)

Nach unserer Definition ist ein Array ein Container. Ein Container, der kein Array ist, wird
abstrakter Datentyp oder Collection genannt.

1.3.1 Die drei Grundfunktionen eines abstrakten Datentyps

Neben der Suche eines gegebenen Eintrags sind zwei weitere grundlegende Funktionen einer
abstrakten Datenstruktur das Einfiigen (insert oder add) und das Loschen (delete oder remove)
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einzelner Eintrdge. Ist die Datenstruktur sortiert, so muss eine Routine zum Einfiigen sinnvol-
lerweise die Sortierung beachten.

Wollen wir in das Telefonbuch aus Beispiel |1.7|(Fortsetzung) den Eintrag Beethoven einfii-
gen, so miissen wir zunéchst die Stelle finden, an die der Eintrag kommen soll (hier also £ = 1),
dann ,,Platz schaffen, indem alle Eintrdge danach um einen Platz nach rechts verschoben wer-
den, und schlieBlich in die ,,frei gewordene Stelle den neuen Eintrag speichern. Die einfache
Suche nach der Position k benotigt k + 1 Vergleiche (denn der nichstgroflere Eintrag muss ja
erst gefunden werden), das ,,Platz-schaffen® benotigt n — k Verschiebungen (von hinten her bis
zur Stelle k), und das Speichern des neuen Eintrag ist eine Operation. Insgesamt erhalten wir
also fiir eine Einfiigeroutine eines sortierten Arrays die Anzahl

Tinsert(n) = k+1 + n—-k + 1 = n+2. (1.4)
——" —— N——
Suche Platz schaffen  speichern

Das Einfiigen in ein sortiertes Array mit n Eintrdgen erfordert also lineare Laufzeit. Fiir das
Loschen eines Eintrags muss man zunichst den Eintrag finden (k Vergleiche) und dann alle
nachfolgenden Eintrige nach links verschieben (n — k Operationen). Entsprechend benétigt das
Loschen n Operationen Operationen, hat also ebenfalls lineare Laufzeit. Fiir sehr gro3e Daten-
mengen, z.B. einem Array mit mehreren Milliarden Eintrdgen, bedeutet das fiir das Einfiigen
oder das Loschen sehr lange Wartezeiten. Auf einem 2 GHz Rechner erfordert allein das Loschen
eines einzigen Eintrags schon einige Sekunden, wenn wir realistisch davon ausgehen, dass eine
arithmetische Operation mehrere Taktzyklen benotigt.

Bei der Implementierung einer allgemeinen Datenstruktur als ein Array ergibt sich nun
jedoch ein grundsitzliches technisches Problem: bei der Erzeugung eines Arrays muss bereits
seine maximale Grofle bekannt sein. Aber schon unser Telefonbuchbeispiel zeigt, dass die
maximale Anzahl von Eintrdgen von vornherein oft gar nicht vorhersagbar ist. (Abgesehen
davon muss bei den meisten Programmiersprachen der Index eines Array ein integer-Wert sein;
in Java bedeutet das, dass die maximale GroBe eines Arrays 23! — 1 = 2147 483 647 betragen
kann, abhingig von der Grofle des Arbeitsspeichers und des Datentyps der Eintrdage aber eher
kleiner ist: fiir I GB Arbeitsspeicher kann ein Array von char ,,nur etwa 300 Mio Eintrige
umfassen.)

Zusammengefasst ergeben sich also die folgenden Probleme bei der Speicherung eines
Verzeichnisses durch ein Array:

* Fiir ein Array muss die maximale Anzahl von Eintrigen von vornherein bekannt sein.
Legt man es ,,zur Vorsicht* zu gro3 an, vergeudet man unnotig wertvollen Speicherplatz,
legt man es zu klein an, konnen Eintrége irgendwann nicht mehr gespeichert werden.

* Das Einfiigen eines Eintrags insbesondere an den Anfang eines Arrays erfordert das
Bewegen von sehr vielen Eintridgen, um ,,Platz zu schaffen®. Fiir sehr groe Arrays kostet
das sehr viel Laufzeit.

* Das Loschen von Eintrdagen, insbesondere am Anfang eines Arrays erfordert das Bewegen
sehr vieler Eintrdge, um die entstandene Liicke zu schlieen und kostet daher ebenfalls
sehr viel Laufzeit.

Welche Alternativen zu Arrays als Datenstrukturen? Wir werden die bedeutendsten zunéchst
theoretisch beschreiben und erste Erfahrungen mit ihren Konzepten sammeln. Jede dieser al-
ternativen Datenstrukturen hat jeweils ihre Vor- und Nachteile, und ihr Einsatz hingt von der
konkreten Art des jeweils zu 16senden Problems ab.
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1.4 Verkettete Listen (Linked Lists)

Die erste Datenstruktur, die wir neben dem Array betrachten wollen, ist die verkettete Liste. Sie
ist als theoretisches Konzept radikal anders als ein Array und eine rein dynamische Datenstruktur.
Sie basiert wesentlich auf ,,Zeigern®, im Englischen Pointer.

Eine verkettete Liste (linked list) besteht aus Knoten (node), einem Datensatz, der den
eigentlichen Datenteil (data) und einen Zeiger (pointer) enthilt, der auf einen weiteren Knoten
oder auf das Nullobjekt null verweist. Der erste Knoten einer verketteten Liste heilit Kopf
(head), der letzte Knoten verweist stets auf null. Der auf den ndchsten Knoten verweisende
Zeiger hei3t ,,next*.

| head
[ Bach [} Binstein [} -+ ——{ Vivaldi [o}-— nuta
Daten next Daten next Daten next

In einer verketteten Liste haben wir nur auf den Kopf der Liste direkten Zugriff, die weiteren
Knoten erreichen wir nur, indem wir den Zeigern folgen. Im Gegensatz zu einem Array ist eine
verkettete Liste also kein Verzeichnis mit direktem Zugriff.

Betrachten wir die drei Operationen Einfiigen, Suchen und Loschen eines Knotens bei
verketteten Listen. und deren Laufzeiten. Nehmen wir dazu beispielhaft die folgende verkettete

Liste:
| Bach [e}—— Einstein |e}—— Vivaldi |ef— null (1.5)
Wir mochten nun den Knoten . hinter den Knoten einfiigen. Wie muss

man vorgehen? Die Ausgangssituation kann man wie folgt darstellen:
Bach [o]—{ Binsicin [+ Vivaldi [o]— nutt
Mozart |

Folgen wir den Zeigern, beginnend beim Kopf der Liste, so suchen wir den Knoten ,
indem wir bei jedem angelangten Knoten den Datenteil mit dem Eintrag Einstein vergleichen.
Sind die beiden Daten nicht gleich, so haben wir ihn noch nicht gefunden und folgen dem Zeiger
zum néchsten Knoten in der Liste, ansonsten war die Suche erfolgreich. In unserer Beipielliste
sind wir also schon beim zweiten Schritt am Ziel der Suche. Jetzt kopieren wir den Zeiger des

Knotens . als next-Zeiger fiir den einzufiigenden Eintrag:

’ Bach |0{H Einstein | null
Mozart [

In diesem Zwischenschritt referenzieren also zwei Zeiger auf den Knoten ! Ab-

schlieBend wird der Zeiger von auf den neuen Knoten ,,umgebogen®, so dass die
Liste die folgende Gestalt hat:

] Bach |0—‘H Einstein |o¢ null
[ Mozart [ o

Wie gewiinscht ist also Mozart nach Einstein in unsere Liste eingefiigt.

Versuchen wir nun, den Knoten | Einstein . aus unserer Originalliste ll zu 10schen.

Dazu muss die Liste also so modifiziert werden, dass der Zeiger des Knoten | Bach . auf

| Vivaldi | |zeigt. Um auf den Knoten | Bach | | zuzugreifen, miissen wir wieder beim Kopf

starten und die Liste durchlaufen, bis wir den Knoten . erreichen, indem wir fiir jeden
Zeiger den vohergehenden Knoten speichern. Haben wir den zu l6schenden Knoten gefunden,

so nehmen wir den Zeiger des Vorgingers und lassen ihn auf . zeigen, also:
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Einsicin | o
Bemerkung 1.8 InJava wird eine verkettete Liste grundétzlich durch die Klasse LinkedList<E>
implementiert, aber auch durch die Schnittstelle Iterator<E>, die u.a. die Methoden hasNext () :
boolean, und next(): E vorschreibt, wobei hasNext() priift, ob ein Element der Klasse E
existiert, und next () das néachste Element zuriick gibt und dessen Zeiger zum nichsten Element
folgt. Wir werden uns mit diesen Klassen aber zunéchst nicht weiter beschiftigen. O

Um die Funktionsweise einer verketteten Liste und den auf ihr aufbauenden Datenstrukturen
Stack und Queue zu verstehen, werden wir sie im Folgenden selbst implementieren.

1.4.1 Die Basis: Die Klasse Node

Zunichst werden die Daten in Objekten, den Knoten oder Nodes einer Klasse Node ,,eingepackt®,
die neben den Elementen noch einen Zeiger auf den nachsten Knoten enthilt:

class Node<T> {
protected T data;
protected Node<T> next;

Node<T>
#data: T public Node(T data, Node<T> next) {
# next: Node<T> this.data = data;

this.next = next;

}

In Java kann man mit einer Art Variablen <T> in spitzen Klammern direkt hinter einem Klas-
senbezeichner einen allgemeinen Datentyp definieren, einen sogenannten Generic Type. Bei der
Deklaration eines Objekts einer solchen Klasse muss dann dieser Typ durch eine konkrete Klasse
spezifiziert werden, z.B.:

Node<String> einstein = new Node<>("Einstein", null);

Mit dieser Klasse lassen sich also Knotenobjekte verketten, beispielsweise ein Knoten mit dem
Element "Bach" mit dem Knoten "Einstein" durch den Quelltextausschitt:

Node<String> einstein = new Node<>("Einstein", null);
Node<String> bach = new Node<>("Bach", einstein);

Man baut also natiirlicherweise eine verkettete Liste von hinten auf, will man es anders machen,
muss man Zeiger ,,umbiegen‘.

1.4.2 Eine verkettete Liste als abstrakter Datentyp

Als abstrakten Datentyp, der die Knoten- und Zeigerwelt nach auflen kapselt, kann man eine
verkettete Liste nach dem Klassendiagramm in Abbildung implementieren. Hierbei ist die
Klasse Node als innere Klasse der Klasse VerketteteListe. Eine innere Klasse wird innerhalb
einer anderen definiert und ist von auflen nur eingeschrénkt sichtbar; ist die innere Klasse privat
und nichtstatisch, so kann sie ausschlieBlich von Objekten der umschlieBenden Klasse verwendet
werden[’| Eine Implementierung einer verketteten Liste fiir Elemente des Datentyps T in Java
mit den Methoden addFirst, contains und remove lautet wie folgt:

3Die Darstellung von inneren Klassen ist gemdl UML 2.5 zwar nicht explizit vorgesehen, man kann sie aber
als Komposition oder auch spezifischer als interne Struktur reprisentieren, siehe Figure 11.5 in dem PDF unter
http://omg.org/spec/UML/2.5/.
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VerketteteListe<T>
- head: Node<T>
#data: T

# next: Node<T>
+ toString(): String

- size: int

+ addFirst(T): void

+ contains(T): boolean
+ remove(T): void

+ main(String[]) : void

Abbildung 1.2: Klassendiagramm einer verketteten Liste mit einer inneren Klasse Node.

/*x A linked list of nodes representing elements of type T.x/
public class VerketteteListe<T> {

private Node<T> head;

private int size;

/*x A node of a linked list with data of type T as a private inner class. */
private class Node<T> {

protected T data;

protected Node<T> next;

/**x Constructor. */

public Node(T data, Node<T> nextNode) {
this.data = data; next = nextNode;

}

public String toString() {
return data.toString();

/**x Inserts a node at the front of this list.x/
public void addFirst(T data) {

head = new Node<>(data, head);

size++;

/** Returns true if this list contains the specified data. */
public boolean contains(T searchData) {
Node<T> node = head;
while (node != null) {
if (searchData.equals(node.data)) {
return true;
}

node = node.next;

}

return false;

/** Deletes the first node with data and returns true if it existed.x/
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public boolean remove(T data) {
if (head == null) return false; // list is empty

if (data.equals(head.data)) { // delete head ...
head = head.next;
size--;
return true;

Node<T> node = head.next, nodePrev = head;
while (node !'= null) {
if (data.equals(node.data)) {
nodePrev.next = node.next;
size--;
return true;
}
nodePrev = node;
node = node.next;

}

return false;

public String toString() {
String out = "{";
if (head != null) {
out += head;
Node<T> node = head.next;
while (node != null) {
out += ", " + node;
node = node.next;

}
out += "}";
return out;

public static void main(String[] args) {
VerkettetelListe<String> satz = new VerkettetelListe<>();
satz.addFirst("unantastbar”);
satz.addFirst("ist");
satz.addFirst("des Menschen");
satz.addFirst("Wuerde");
satz.addFirst("Die");
System.out.println(satz);

/%
System.out.println("Enthaelt \|"Die\": " + satz.contains("Die"));
System.out.println("Enthaelt \|"die\": " + satz.contains("die"));

satz.remove("ist");
System.out.println(satz);
satz.remove("Die");



18 Andreas de Vries

System.out.println(satz);
*/

}

Da fiir die innere Klasse Node den Datentyp T durch die duflere bereits bestimmt ist, kann in
ihrer Definition der Zusatz <T> weggelassen werden.

1.5 Stacks

Ein Stack (auf Deutsch auch Stapel oder Keller genannt) ist eine Datenstruktur nach dem Prinzip
last in, first out (LIFO), d.h. es ist nur das zuletzt eingefiigte Element abrufbar. Es gibt nur
zwei Methoden, die die Daten eines Stacks veridndern kdnnen, ndmlich push und pop: Mit push
wird ein Element eingefiigt, mit pop wird es zurlickgegeben und entfernt. Ein Stack dhnelt also
einem Tablettstapel in der Mensa, bei dem man ein Tablett nur oben auflegen und nur das zuletzt
aufgelegte wieder wegnehmen kann.

Stacks werden fiir viele Speicheraufgaben verwendet. Subroutinenaufrufe zum Beispiel wer-
den mit ihren lokalen Daten in einem Stack gespeichert, so dass nach ihrer Ausfiihrung auto-
matisch der jeweils aufrufende Prozess, also eine andere Subroutine oder das Hauptprogramm,
weiterlaufen kann. Insbesondere konnen Rekursionen mit Hilfe von Stacks speichertechnisch
verwaltet werden. Die genaue Realisierung eines Stacks ist nicht festgelegt, liblicherweise wird
er als verkettete Liste implementiert. Die Klasse dhnelt sehr der Klasse verketteten Liste oben,

Stack<T>
- top: Node<T>
#data: T
# next: Node<T>
+ toString(): String

- size: int
+ push(T): void
+pop(): T

Abbildung 1.3: Klassendiagramm eines Stacks mit einer inneren Klasse Node.

nur heiBt der zugreifbare Knoten jetzt top und die einzigen Zugriffsmethoden sind push und
pop.

/*x A stack elements of type T. It only contains a pointer to the top.x*/
public class Stack<T> {

private Node<T> top;

private int size;

/*x A node as an object of an inner class. x/
private class Node<T> {
protected T data;
protected Node<T> next;
public Node(T data, Node<T> nextNode) {
this.data = data; next = nextNode;
}
public String toString() {
return data.toString();
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/**x Inserts an element into this stack.x/
public void push(T data) {

top = new Node<>(data, top);

size++;

/**x Returns the element having been input at last,and deletes it from this stack.x/
public T pop() {

if (top == null) return null; // stack is empty

Node<T> node = top;

top = top.next;

size--;

return node.data;

public String toString() {
String out = "{";
if (top !'= null) {
out += top;
Node<T> node = top.next;
while (node != null) {
out += ", " + node;
node = node.next;

}
out += "}";
return out;

public static void main(String[] args) {
Stack<Integer> q = new Stack<>();
q.push(2); q.push(3); q.push(5); q.push(7);

System.out.println(q); // 7,5, 3, 2
System.out.println(q.pop()); // 7
System.out.println(q); // 5, 3, 2
System.out.println(q.pop()); // 5
System.out.println(q); // 3, 2

g.push(11); q.push(13); q.push(17);
System.out.println(q); // 17, 13, 11, 3, 2

q.pop(); g.pop(); q.pop(); q.pop(); g.pop();
System.out.println(q.pop()); // null
System.out.println(q); //
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1.6 Queues

Eine Queue (Warteschlange) ist eine Datenstruktur, mit der Elemente in derselben Reihenfolge
gelesen und entfernt werden, in der sie eingefiigt wurden. Eine Queue arbeitet also nach dem
Prinzip FIFO (first-in, first-out). Die Methode zum Einfiigen eines Elements in eine Queue heif3t
iiblicherweise offer, die Methode zum Entfernen heillt poll. Es sind aber auch die Bezeich-
nungen enqueue und dequeue geldufig. Betrachten wir dazu die folgende Implementierung in

Queue<T>
- first: Node<T>
-last: | #data: T
# next: Node<T>
+ toString(): String

- size: int
+ offer(T): void
+poll(): T

Abbildung 1.4: Klassendiagramm einer Queue mit einer inneren Klasse Node.

Java:

/** Queue storing elements of type T. x/

public class Queue<T> {
private Node<T> first; // Referenz auf den zuerst eingefiigten Knoten
private Node<T> last; // Referenz auf den zuletzt eingefiigten Knoten
private int size; // GroBe der Queue

/*x A node of a linked list with data of type T as inner class. x/
private class Node<T> {
protected T data;
protected Node<T> next;
public Node(T data, Node<T> nextNode) {
this.data = data; next = nextNode;
}
public String toString() {
return data.toString();

/**x Inserts an element into this queue.x/
public void offer(T data) {
if (first == null) { // queue is empty
first = last = new Node<>(data, null);
} else {
Node<T> oldLast = last;
last = new Node<>(data, null);
oldLast.next = last;
}

size++;

/*x Returns and deletes the first element of this queue.x/
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public T poll() {
if (first == null) return null; // list is empty
Node<T> node = first;
first = first.next;
if (first == null) {
last = first;

}
size--;
return node.data;
}
@Override
public String toString() {
String out = "{";
if (first !'= null) {
out += first;
Node<T> node = first.next;
while (node !'= null) {
out += ", " + node;
node = node.next;
}
}
out += "}";
return out;
}

public static void main(String[] args) {
Queue<String> satz = new Queue<>();
satz.offer("Die Wuerde");
satz.offer("des Menschen");
satz.offer("ist unantastbar");
System.out.println(satz.poll() + " " + satz);
satz.poll();
satz.poll();
satz.offer("insanin");
satz.offer("onuru");
satz.offer("dokunulmazdar");
javax.swing.JOptionPane.showMessageDialog(null, satz);

1.7 Zusammenfassung

* Eine Datenstruktur ist eine Ansammlung von Objekten oder Werten als Elemente, d.h.
von Eintrdgen eines (primitiven oder komplexen) Datentyps.

* In einer linearen Datenstruktur sind die Objekte in einer Reihe oder Sequenz angeordnet.

* Eine dynamische Datenstruktur ermoglicht ihr Wachsen oder Schrumpfen zur Laufzeit.
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Ein Array ist eine lineare Datenstruktur, die den direkten Zugriff auf ihre Elemente iiber
einen Index ermdglicht. Daher ist ein Array eine indizierte Datenstruktur oder ein Ran-
dom-Access-Speicher.

Eine verkettete Liste ist eine lineare dynamische Datenstruktur, deren Elemente auch Kno-
ten genannt werden und durch Zeiger oder Referenzen verkniipft sind. Sie hat stets einen
ersten Knoten, den Head (der null sein kann). Einfiigen und Loschen eines beliebigen
Elements ist sehr effizient moglich.

Ein Stack ist eine spezielle Version einer verketteten Liste, in der Elemente nur von oben
(top) eingefiigt oder geloscht werden konnen (LIFO = last-in, first-out).

Eine Queue ist eine lineare Datenstruktur, in der ein Element nur am Ende eingefiigt und
nur am Anfang entfernt werden kann (FIFO = first-in, first-out).
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Sortierung von Datenstrukturen spielt in der Informatik eine wichtige Rolle. Bereits in den
1950er Jahren wurden Sortierverfahren systematisch erforscht und entwickelt. In diesem Kapi-
tel wird die Frage behandelt, warum Sortierung so wichtig ist, der Begriff der Ordnung als das
fiir sie notwendige Voraussetzung Sortierkriterium eingefiihrt und effiziente Implementierungs-
moglichkeiten von Sorierkriterien in Java gezeigt.

2.1 Die binare Suche

Was ist der Vorteil eines sortierten Verzeichnisses? Die Suche nach einem bestimmten Eintrag in
einem sortierten Verzeichnis ist viel schneller (,,effizienter*) als in einem unsortierten. So kann
man einen Namen in einem Telefonbuch sehr schnell finden, auch wenn es sehr viele Eintrige
hat. Versuchen Sie im Unterschied dazu jedoch einmal, (ohne Suchmaschine!) eine bestimmte
Telefonnummer in dem Telefonbuch Ihrer Stadt zu finden.

Der grof3e Vorteil von Sortierung liegt darin, dass in einem sortierten und indizierten Ver-
zeichnis stets ein bestimmtes effizientes Suchverfahren eingesetzt werden kann, die sogenannte
,.bindre Suche®. Fiir ein von links nach rechts aufsteigend sortiertes Array verzeichnis mitn =
verzeichnis.length Eintrdgen beispielsweise lautet die bindre Suche in Java:

public static int binaereSuche(char s, char[] verzeichnis) {
int mitte, links = 0, rechts = verzeichnis.length - 1;

while(links <= rechts) {
mitte = (links + rechts) / 2;
if (s == verzeichnis[mittel]) { // Suche erfolgreich!
return mitte;
} else if (s > verzeichnis[mitte]) { // rechts weitersuchen ...
links = mitte + 1;

23
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} else { // links weitersuchen ...
rechts = mitte - 1;

}

return -1;

}

Diese Methode gibt die Indexposition des Suchbuchstabens s in dem Character-Array ver-
zeichnis zuriick, wenn er darin enthalten ist, und den Wert —1, wenn nicht. Wir sprechen im
ersten Fall, also wenn die Position des Suchbegriffs gefunden wurde, von einer erfolgreichen
Suche, ansonsten von einer erfolglosen Suche. D.h. eine erfolglose Suche liegt vor, wenn nach
der Suche sicher ist, dass der Suchbegriff sich nicht im Verzeichnis befindet.

Die bindre Suche besteht aus mehreren Iterationen (hier die while-Schleife), in denen jeweils
der (abgerundete) Mittelwert mitte des linken und des rechten Endes (1inks und rechts) des
aktuellen Arrayabschnitts untersucht wird, also beispielsweise in dem folgenden sortierten Array
von Buchstaben fiir die Suche nach N:

2. Iteration 3. Iteration

N
INEECIEIRENG INEECIEIRNNG

2.1

links mitte rechts links rechts
links mitte

Der gesuchte Begriff wird mit dem Eintrag an der Position mitte verglichen; es konnen dabei
drei mogliche Fille eintreten: Entweder ist der Begriff gefunden und die Methode gibt die
Position zuriick, oder wir gehen in die néichste Iteration, wobei entweder der rechte Index nach
links verschoben wird (d.h. die linke Hilfte des Arrays wird weiter untersucht), oder der linke
Index nach rechts (d.h. die rechte Hilfte des Arrays wird weiter untersucht). Suchen wir nach
N, so wird der Eintrag mitte mit N verglichen und festgestellt, dass wir in der rechten Halfte
weitersuchen miissen. In dem obigen Beispiel wire dagegen die Suche nach J bereits in der
zweiten Iteration erfolgreich beendet und es wiirde der Indexwert 5 zuriick gegeben.

Ein Array a ist ein Verzeichnis mit direktem Zugriff (random access), oder kurz ein indiziertes
Verzeichnis, da man iiber den Zeigerindex, beispielsweise i, direkt auf jeden beliebigen Eintrag
a[i] zugreifen kann.

Theorem 2.1 (Suche in einem indizierten Verzeichnis) In einem indizierten Verzeichnis mit n
Eintréiigen benotigt man zur vollstindigen Suche eines Suchbegriffs im ungiinstigsten Fall . . .

... 2|1 +log, n] Vergleiche des Suchbegriffs, wenn es sortiert ist.
. n Vergleiche des Suchbegriffs, wenn es nicht sortiert ist[]

Eine Suche heifit dabei ,,vollstindig “, wenn der Suchbegriff entweder in dem Verzeichnis existiert
und seine Position gefunden wird, oder aber nicht vorhanden ist und dies durch die Suche sicher
festgestellt wird.

Beweis. Ist das Verzeichnis sortiert, so kann man die bindre Suche verwenden. Der ungiinstigste
Fall tritt fiir diesen Algorithmus ein, wenn der gesuchte Begriff sich nicht im Verzeichnis befindet
und grofer als alle Verzeichniseintrage ist. Jede Iteration der while-Schleife bewirkt dann eine

1Zwar ist fiir ein Verzeichnis mit einer Hash-Tabelle, bei dem die Position eines Eintrags abhidngig von seinem
Wert berechnet wird, die durchschnittliche Laufzeit einer vollstindigen Suche sogar konstant, im ungiinstigsten Fall
jedoch ist sie dennoch linear. Wir werden dies in Abschnitt[9.4.T|ab Seite[T06|néher behandeln.
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Abbildung 2.1: Array-Halbierungen bei der biniren Suche fiir Array-Léngenn =3,n=4undn = 5.
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logische Teilung des Arrays in zwei (fast) gleich grof3e Hilften, wobei die Mitte jeweils entfallt
(Abbildung [2.1). Da man ein Array der Linge n auf diese Weise maximal |1 + log, n] Mal
halbieren kann, bis bei n Eintrdgen nur noch einer iibrig bleibt, ist das auch die maximale
Anzahl an Iterationen. Pro Iteration kann es bis zu zwei Vergleiche geben, also folgt die erste
Behauptung.

In einem unsortierten Verzeichnis ist ein ungiinstiger Fall, wenn der Suchbegriff sich nicht
im Verzeichnis befindet. Dann muss jeder einzelne Eintrag auf Gleichheit gepriift werden, d.h.
man bendtigt n Vergleiche. Q.E.D.

Beispiel 2.2 Sucht man in einem kleinen Array von Strings mit n = 3 Eintrdgen der Namen
[Bach, Mozart, Vivaldil,

nach dem Eintrag Tschaikowski, so bendtigt man mit der bindren Suche also 2 | 1 +1og, 3| =4
Vergleiche, um herauszufinden, dass er sich nicht im Telefonbuch befindet, wie die Wertetabelle

’ links \ rechts \ mitte \ links <= rechts \ s == verzeichnis[mitte] \ s > verzeichnis[mitte] ‘
0 2
1 Ja _
) nein ja
2 Ja

nein .
nein

nein

Tabelle 2.1: Wertetabelle fiir die binire Suche nach s = "Tschaikowski".

[2.1] zeigt. Die benotigte Anzahl an Iterationen ist hier die theoretisch maximal notwendige,
ndamlich |1 +log, 3] = 2. O

Man spricht beim bindren Suchen von einem ,,Algorithmus mit logarithmischer Laufzeit®,
wihrend das Suchen in einem unsortierten Verzeichnis im schlimmsten Fall ,,lineare Laufzeit*
benotigt. Man nennt sie daher auch oft lineare Suche. Der Unterschied zwischen den beiden
Laufzeitklassen macht sich insbesondere fiir groBe Werte von n bemerkbar:

n 3 5 10 100 10000 1000000
2[1+log,n] |4 6 8 14 28 40

2.2)

In einem unsortierten Telefonbuch mit einer Million Eintragen miissten Sie im schlimmsten Fall
eine Million Namen nachschauen, fiir ein sortiertes dagegen wiren Sie mit der binidren Suche
spdtestens nach hochstens 40 Vergleichen fertig!



26 Andreas de Vries

Nun ist die Sortierung von Namen, also von Strings, ja direkt einsichtig. Fiir uns Men-
schen. BloB3, woher wei3 der Computer bzw. eine Programmiersprache wie Java, wie Strings
sortiert werden sollen? Und allgemeiner: Wie kann man beliebige Objekte sortieren? In Java
existieren dazu zwei wirkungsvolle Mechanismen, die auf dem Konzept der Interfaces beruhen.
Beschiftigen wir uns daher zunéchst mit Interfaces, bevor wir das Problem der Sortierung in
Java angehen.

2.2 Interfaces in Java

Der wesentliche Mechanismus in Java zur Sortierung von Elementen in abstrakten Datenstruk-
turen basiert auf sogenannten Interfaces. Ein Interface ist in Java eine Art Klasse, die mit dem
Schliisselwort interface statt mit class deklariert wird und typischerweise nur aus ,,abstrak-
ten“ Methoden besteht; das sind leere Methoden ohne Methodenrumpf, also reine Signaturen.
Der Sinn eines Interfaces ist, durch die Methodensignaturen eine Schnittstellenbeschreibung
festzulegen. Ein Interface kann namlich von einer beliebigen Klasse mit dem Schliisselwort
implements implementiert werden, dhnlich wie mit extends von einer anderen Klasse geerbt
werden kann. Bei der Implementierung eines Interfacees miissen aber alle abstrakten Methoden
auch vollstindig ausprogrammiert werden.

Ein Interface stellt also auf diese Art eine Schnittstellenbeschreibung oder einen ,,Vertrag*
dar, auf dessen Einhaltung der Compiler sich fiir alle Klassen verlassen kann, die es implemen-
tieren oder einmal implementieren werden. Interfaces sind wichtige Bestandteile von API’s und
Programmbibliotheken, da sie die Strukturen der Methoden festschreiben, ohne deren konkrete
Realisierung zu kennen oder festzulegen. In der Java API ermdglichen sie zum Beispiel eine
komfortable Implementierung von Sortierungen, aber auch von abstrakten Datentypen.

Als Klassendiagramm wird die Beziehung einer Schnittstelle und einer sie implementieren-
den Klasse dhnlich wie eine Vererbung dargestellt:

<interface>

Klasse Schnittstelle

+ methode_A(...): + methode A()

Die einzigen Unterschiede sind, dass eine Implementierung durch eine gestrichelte Linie darge-
stellt und die Schnittstelle selber mit dem Wortchen «interfaces in doppelten spitzen Klammern
etikettiert wird.

2.3 Natiirliche Ordnung: Das Interface Comparable

Um Objekte sortieren zu konnen, muss fiir ihre Klasse zunéchst eine Ordnung existieren, d.h.,
ein Kriterium, mit dem zwei beliebige Objekte o1, 02 der Klasse verglichen und einer der drei
Beziehungen o1 < 02,01 == 02 oder ol > 02 zugeordnet werden konnen. Ein mathematisches
Beispiel fiir Objekte mit einer Ordnung sind ganze oder reelle Zahlen, aber auch Buchstaben und
Worter — also Strings — sind Beispiele. Zahlen, Buchstaben und Worter haben eine sogenannte
natiirliche Ordnung, d.h. eine Ordnung, die jedem Objekt inhérent ist, ihm also ,,automatisch*
mitgegeben ist.

Erstellen wir eine eigene Klasse, so haben die aus ihr erzeugten Objekte zunichst keine
natiirliche Ordnung. Ein Beispiel ist die folgende einfache Klasse Kreis:

public class Kreis {
double radius;
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public Kreis(double radius) {
this.radius = radius;

}

Ein Kreis ist also allein durch seinen Radius definiert. Wiirden wir nun mehrere Objekte mit
verschiedenen Radien in eine Datenstruktur packen, hitten wir keine Chance, sie irgendwie zu
sortieren. Wie kann man das erreichen?

Implementiert eine Klasse T das Interface Comparable<T>, so wird sie mit einer natiirlichen
Ordnung ausgestattet. Dazu muss die Methode int compareTo(o) deklariert werden, so dass

—1 wenn this < o,
compareTo(T o) = 0 wenn this.equals(o),
1 wenn this > o.

Statt 1 bzw. —1 konnen hier auch beliebige positive bzw. negative Integerwerte verwendet
werden.

Betrachten wir als Beispiel unsere Klasse Kreis. Eine naheliegende Ordnung ist, einen Kreis
k1 grofBer als einen anderen Kreis k2 zu nennen, wenn sein Radius groBer ist, und umgekehrt.
Demnach wiren zwei Kreise als Objekte gleich, wenn sie gleichen Radius haben. In Java konnte

Kreis

<interface>
Comparable<Kreis>

+ compareTo(Kreis): int
+ equals(Object): boolean I
+ hashCode(): int + compareTo(Kreis): int

+ toString(): String

Abbildung 2.2: Die Klasse Kreis, die Comparable implementiert.
diese Ordnungsrelation durch die folgende Klassendeklaration realisiert werden, in dessen main-
Methode beispielhaft drei Kreise erzeugt werden (Abbildung [2.2)):
public class Kreis implements Comparable<Kreis> {

private double radius;

public Kreis(double radius) {
this.radius = radius;

public String toString() {
return "S("+radius +")";

public int compareTo(Kreis p) {
if (this.radius < p.radius) {

return -1;

} else if (this.radius == p.radius) {
return 0;

} else {
return 1;
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public static void main(String[] args) {
Kreis[] kreise = {
new Kreis(Math.sqrt(2)), new Kreis(l), new Kreis(10*(0.4-0.3))

}i

System.out.println("vorher: " + java.util.Arrays.toString(kreise));
java.util.Arrays.sort(kreise);

System.out.println(“nachher: " + java.util.Arrays.toString(kreise));

}

Die Ausgabe des Programms lautet:

vorher: [S(1.4142135623730951), S(1.0), S(1.0000000000000004)]
nachher: [S(1.0), S(1.0000000000000004), S(1.4142135623730951)]

Bei einem Vergleich zweier double-Werte konnen aufgrund von Rundungsfehlern manchmal
unerwartete Effekte auftreten: Hier ergibt der Vergleich von 1 und 10- (0,4 — 0, 3) zum Beispiel
1 <10-(0,4 -0,3), was im Dezimalsystem zu der Aussage fiihrt:

1 <1.

Das ist aber mathematisch falsch! Was ist hier passiert? Ein Problemvon Java? Nein, es ist ein
Rundungsproblem, da double-Werte nicht im Dezimalsystem gespeichert werden, sondern als
Binarbriiche, und da sin sie unendlich periodisclﬂ 0,310 = 0, 01001, und 0,410 = 0, 0110,.
Will man die Gleichheit von double-Werten in der compareTo-Methode dagegen nur bis auf
eine bestimmte Ungenauigkeit bestimmen, z.B. auf die 6. Nachkommastelle, so kann man einen
,ungenauigkeitsschlauch* um 0 vorsehen:

public int compareTo(Kreis p) {
double diff = this.radius - p.radius;
if (diff < -1le-6) return -1;
if (diff > 1e-6) return 1;
return 0;

}
Hier wiirde nun auch 10- (0,4 -0, 3) = 1 angesehen. Vgl. auch Abschnitt 2.1.5 im Java-Skript[}]

2.3.1 * compareTo und die Standardmethoden equals und hashCode

Obwohl nicht zwingend vorgeschrieben, sollte entsprechend der compareTo-Methode auch die
Methode equals iiberschrieben werden, so dass sie mit der Ordnungsrelation konsistent bleibt
und Gleichheit zweier Objekte dann und nur dann bestimmt, wenn sie auch als gleich sortiert
wiirden. Das wiederum sollte parallel mit einer entsprechenden Anderung der Standardmethode
int hashCode einhergehen, denn eines der ,,ungeschriebenen Gesetze* in Java lautet:

Merkregel 1. Wird die equals-Methode iiberschrieben, so muss die hashCode-Methode tiber-
schrieben werden, so dass beide konsistent bleiben. D.h., sind zwei Objekte gleich gemdf3 equals,
so miissen sie denselben Hashcode haben (nicht notwendig umgekehrt).

2de Vries und Weifi (2021):§A2.3.
3de Vries und Weif3 (2021):82.1.5.
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Hintergrund ist, dass die hashCode-Methode den Hashcode eines Objekts berechnet, d.i. eine
ganze Zahl, die eine Art Priifziffer des Objekts darstellt und fiir viele effizienten Speicherungen
in Java verwendet wird, insbesondere bei HashSet oder HashMap.

public class Kreis implements Comparable<Kreis> {
private double radius;

public Kreis(double radius) {
this.radius = radius;

public String toString() {
return "S("+radius +")";

public int hashCode() {
return (int) (1le6 * radius); // konsistent mit compareTo!

public boolean equals(Object o) {
return hashCode() == o.hashCode(); // konsistent mit hashCode!

public int compareTo(Kreis p) {
double diff = this.radius - p.radius;
if (diff > 1le-6) return 1;
if (diff < -1le-6) return -1;
return 0;

public static void main(String[] args) {
Kreis[] k = {
new Kreis(Math.sqrt(2)), new Kreis(l.), new Kreis(10%(0.4-0.3))
s

java.util.Arrays.sort(k);

String txt = "", txt2 = "\nhashCodes: ";
for (int i = 0; i < k.length; i++) {

for (int j = i+1; j < k.length; j++) {
tXt 4= ||\nk|| + l + n_mn + k[l] + ||’ kll + J + n_mn + k[J] s
", k" + i+ ".equals(k" + j + ")=" + k[i].equals(k[j]) +
", k" + 1 + ".compareTo(k" + j + ")=" + k[i].compareTo(k[j]);
}
txt2 += "k" + i + "=" + k[i].hashCode() + ", ";
}
javax.swing.JOptionPane.showMessageDialog(null, txt + txt2, "Kreise", -1);

System.out.println(txt + txt2);

}

Die Ausgabe des Programms lautet:
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k0=S(1.0), k1l=S(1.0000000000000004), kO.equals(kl)=true, kO.compareTo(kl)=0

k0=S(1.0), k2=S(1.4142135623730951), kO.equals(k2)=false, kO.compareTo(k2)=-1
k1=S(1.0000000000000004), k2=S(1.4142135623730951), kl.equals(k2)=false, kl.compareTo(k2)=-1
hashCodes: k0=1000000, k1=1000000, k2=1414213,

Indieser Implementierung sind equals und compareTo miteinander konsistent, denn this.equ-
als(p) ist true genau dann, wenn this.compareTo(p) gleich O ist. Entsprechend wird der dritte
Kreis nicht mehr in die sortierte Menge menge aufgenommen, er ist ja gleich dem zweiten. Gene-
rell muss die equals-Methode als Eingabe ein allgemeines Objekt erwarten. Um zu iiberpriifen,
ob die Klasse dieses Objekts iiberhaupt von der Klasse Kreis ist, verwendet man das reservierte
Wort instanceof.

Die Sortierung eines Arrays wird hier durch die statische Methode der Klasse Arrays
durchgefiihrt. Sie sortiert aufsteigend nach der in der compareTo-Methode definierten Ordnung.
(Insbesondere braucht man die Methode nicht selber zu programmieren!)

Hitten wir die Koordinaten (x, y, z) des Mittelpunktes als Attribute zu unserer Klasse Kreis
hinzugefiigt und wiirden zwei Kreise gleich nennen, wenn ihre Radien und ihre Mittelpunkte
gleich sind (ggf. im Rahmen einer gewissen Genauigkeit), so miissten wir die equals- und die
hashCode-Methode anpassen, nicht aber die compareTo-Methode.

2.4 Dynamische Ordnung: Das Interface Comparator

Soll ich chronologisch oder alphabetisch antworten?

Filmzitat aus Sherlock Holmes (2010)

Das Interface Comoparable ist sehr praktisch, wenn man den Objekten einer Klasse ein festes
und eindeutiges Sortierkriterium geben will. Manchmal mochte man jedoch Objekte nach einem
anderen, oder nach Bedarf vielleicht auch nach verschiedenen Sortierbegriffen ordnen. Beispiels-
weise mochte ein Logistiker Containerkisten mal nach ihrem Gewicht, ein anderes Mal nach
ihrem Voumen sortieren. Fiir solche Zwecke verwendet man in Java das Interface Comparator.
Klassen, die einen Comparator<T> implementieren, miissen die Methode compare(T p, T q)
deklarieren, die jeweils 1, 0 oder —1 zuriick gibt, abhingig davon, ob p groBer, gleich oder
kleiner als q ist.

Betrachten wir dazu als Beispiel die Klasse Kiste, die zwei Comparatoren verwendet, Ge -
wichtSort und VolumenSort. Der erste vergleicht die Gewichte zweier Kisten miteinander, der

<interface>
Comparator<Kiste>

+ compare(Kiste,Kiste): int

GewichtSort Kiste VolurﬁenSort
- gewicht: double
+ compare(Kiste,Kiste): int - volumen: double + compare(Kiste, Kiste): int

+ getGewicht(): double
+ getVolumen(): double

Abbildung 2.3: Die Klasse Kiste, die zwei die Schnittstelle Comparator implementierende Klassen verwendet.

zweite ihre Volumina. Beide sind so implementiert, dass sie eine Sortierung in absteigender
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Reihenfolge ermoglichen, also die schweren bzw. die groen Kisten zuerst (Abbildung[2.3). Um
mehrere Objekte der Klasse Kiste mit ihnen zu sortieren, muss zunéchst ein Comparator-Objekt
erzeugt werden und dieser mit der zu sortierenden Liste von Kisten von der statischen Methode
sort der Klasse Collections aufgerufen werden, also z.B.

GewichtSort gs = new GewichtSort();
Collections.sort(liste, gs);

Entsprechend der compare-Methode des Comparators GewichtSort wird die Liste dadurch
sortiert.

/**x Comparator zur absteigenden Sortierung von Kisten nach ihrem Gewicht.x/
class GewichtSort implements java.util.Comparator<Kiste> {
public int compare(Kiste p, Kiste q) {
double diff = p.getGewicht() - q.getGewicht();
if ( diff < 0 ) return -1;
if ( diff > 0 ) return 1;
return 0;

/** Comparator zur absteigenden Sortierung von Kisten nach ihrem Volumen.x/
class VolumenSort implements java.util.Comparator<Kiste> {
public int compare(Kiste p, Kiste q) {
double diff = p.getVolumen() - q.getVolumen();
if ( diff < 0 ) return 1;
if ( diff > 0 ) return -1;
return 0;

/** Stellt eine Kiste mit gegebenem Gewicht und Volumen dar.*/
public class Kiste {

private double gewicht;

private double volumen;

public Kiste(double gewicht, double volumen) {
this.gewicht = gewicht;
this.volumen = volumen;

public String toString() {
return "(" + gewicht + " kg, " + volumen + " m"3)";

public double getGewicht() {
return gewicht;

public double getVolumen() {
return volumen;
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public static void main(String[] args) {
Kiste[] k = {
new Kiste(Math.sqrt(2), 3.0), new Kiste(l., 4.0), new Kiste(1l., 1.5)
b

GewichtSort gs = new GewichtSort();
VolumenSort vs new VolumenSort();

String txt Tg
for (int i = 0; i < k.length; i++) {
for (int j = i+l; j < k.length; j++) {
txt += "\nk" + 1 + "=" + K[i] + ", k" + j + "=" + K[j] +
"\n gs.compare(k"+i+", k"+j+") " + gs.compare(k[i], k[]j]) +
", vs.compare(k"+i+", k"+j+") " + vs.compare(k[i],k[j]);

java.util.Arrays.sort(k, gs); // sortiere Kisten nach Gewicht

txt += "\nliste=" + java.util.Arrays.toString(k);
java.util.Arrays.sort(k, vs); // sortiere Kisten nach Volumen

txt += "\nliste=" + java.util.Arrays.toString(k);
javax.swing.JOptionPane.showMessageDialog(null, txt, "Kisten", -1);

}

Die Ausgabe dieses Programms lautet:

k0=(1.4142135623730951 kg, 3.0 m™3), kl=(1.0 kg, 4.0 m"3)

gs.compare(k®, kl) = 1, vs.compare(k0, k1) =1

k0=(1.4142135623730951 kg, 3.0 m™3), k2=(1.0 kg, 1.5 m"3)

gs.compare(k0, k2) = 1, vs.compare(k0, k2) = -1

kl=(1.0 kg, 4.0 m"3), k2=(1.0 kg, 1.5 m"3)

gs.compare(kl, k2) = 0, vs.compare(kl, k2) = -1

liste=[(1.4142135623730951 kg, 3.0 m™3), (1.0 kg, 4.0 m™3), (1.0 kg, 1.5 m"3)]
liste=[(1.0 kg, 4.0 m™3), (1.0 kg, 1.5 m"3), (1.4142135623730951 kg, 3.0 m"3)]
liste=[(1.0 kg, 4.0 m™3), (1.4142135623730951 kg, 3.0 m*3), (1.0 kg, 1.5 m"3)]
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Eine verkettete Liste ist eine sogenannte lineare Datenstruktur, jedes Element hat hochstens einen
Nachfolger. Eine Verallgemeinerung einer Liste ist ein ,,Baum®, eine nichtlineare Datenstruktur,
in der jedes Element mehrere Nachfolger haben kann. Bdume finden vielfdltige Anwendungen,
beispielsweise werden sogenannte B*-Bédume hiufig zur Indizierung von Datenbanken verwen-
det.

3.1 Definitionen und Eigenschaften

Allgemein gesprochen zeichnet sich ein Baum dadurch aus, dass seine Elemente, die ,,Knoten®,
durch ,,Kanten* verkniipft sind. Formal definieren wir:

Definition 3.1 Ein Baum (tree) ist eine endliche nichtleere Menge von Elementen, Knoten
(nodes) genannt, fiir die gilt:

a) es gibt genau einen speziell ausgezeichneten Knoten, die Wurzel (root) des Baumes;

b) jeder Knoten zeigt auf eine moglicherweise leere Folge von anderen Knoten, seine Kind-
knoten (children) oder Nachfolger, so dass auf jeden Knoten des Baumes aufler der Wurzel
genau ein Knoten zeigt, sein Elternknoten (parent) oder Vorgdiinger.

Ein Knoten ohne Kindknoten ist ein Blatt (leaf), ein Knoten, der weder die Wurzel noch ein Blatt
ist, heiflt innerer Knoten des Baumes. Die Verbindung eines Knotens mit seinen Kindknoten
heilit Kante. O

Aus Definition folgt, dass jeder innere Knoten eines Baumes die Wurzel eines echten
Teilbaumes (subtree) des Baumes istE] Ublicherweise implementiert man einen Baum durch

ISolche Bdume werden auch ,,gewurzelte Baume* (rooted trees) genannt, manchmal werden allgemeinere, so
genannte ,,freie Baume* betrachtet (Cormen et al/ (2001):§B.5). Ferner ist nach Definition [3.1] die Reihenfolge der
Kindknoten wichtig. In der mathematischen Literatur betrachtet man oft Bdume, bei denen die Reihenfolge der
Kindknoten keine Rolle spielt und Bidume als eine spezielle Klasse ,,zyklenfreier Graphen‘ aufgefasst werden.

33
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Knoten, die als Attribute Zeiger auf weitere Knoten haben. Blitter zeigen demnach auf null (je
nach Implementierung aber auch auf einen speziellen ,,Pseudoknoten®, was manche Algorithmen
des Baums vereinfacht).

Ein Baum stellt also stets eine Hierarchie seiner Knotenelemente dar, wobei in jeder Hierar-
chieebene sich die Kinder einer gleichen Generation befinden Solche hierarchischen Strukturen
gibt es sehr hiufig in der realen Welt, beispielsweise

* das Organigramm eines Unternehmens,

* die Struktur eines Buches mit Kapiteln, Abschnitten und Unterabschnitten,

* die Unterteilung eines Landes in Bundesstaaten, Bezirke, Kreise und Stadte;
» Stammbiume als Darstellung der Nachkommen eines Menschen

* die Gewinner der einzelnen Spiele eines Sportturniers nach dem KO-System;

¢ die Struktur des Dateiverzeichnisses eines Rechners in Laufwerke, Verzeichnisse, Unter-
verzeichnisse, Dateien;

¢ die Tag-Struktur eines HTML- oder XML-Dokuments.

In der Mathematik konnen Klammerungen ebenfalls durch eine Hierarchie dargestellt werden.
So konnen wir beispielsweise den arithmetischen Ausdruck

((6-(4-28)+(9-((12/4) - 2)))

als einen Baum auffassen (Abbildung ). Ubrigens zeichnen Informatiker Biume in der Regel
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Abbildung 3.1: (a) Ein Verzeichnisbaum. (b) Ein Baum, der den arithmetischen Ausdruck ((6 - (4 - 28) + (9 —
((12/4) - 2))) darstellt, mit Wurzel (root), Kanten (edges) (inneren) Knoten (nodes) und Blittern (leaves).

mit der Wurzel nach oben, anders als deren biologische Vorbilder.

Definition 3.2 Die Hohe h eines Baumes ist die Anzahl der Kanten eines lingsten direkten
Pfades von der Wurzel zu einem Blatt. m|

Die Hohe eines Baumes ist also die groftmogliche Anzahl seiner Generationen oder Hierarchie-
ebenen, wobei die Wurzel die nullte Generation bzw. Ebene ist.

Beispiele 3.3 Die Hohe des Baumes in Abbildung [3.1)(a) ist 4 = 6, die Hohe des Baumes in
Abbildung[3.1{(b) ist & = 4. Man iiberlegt sich leicht, dass ein Baum mit » Knoten und der Hohe
h = n — 1 eine verkettete Liste sein muss. O
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Definition 3.4 Ein Baum heil3t ausgeglichen (balanced), wenn sich die Hohen aller Teilbdume
einer Generation um hochstens 1 unterscheiden. O

Beispiele 3.5 Die beiden Bdume in Abbildung sind nicht ausgeglichen. So hat der erste der
drei Teilbdume von Ordner 2 die Hohe 1, der zweite die Hohe 2 und der dritte die Hohe 3.
Entsprechend hat der linke Teilbaum 9 nach dem Knoten - die Hohe 0, der rechte Teilbaum x
die Hohe 2. O

Definition 3.6 Ein bindrer Baum (binary tree) ist ein Baum, dessen Knoten maximal zwei
Kinder haben (von denen keines, eins oder beide null sein kdnnen). O

Der Baum in Abbildung[3.1](b) ist ein bindrer Baum.

Theorem 3.7 Die Hohe h eines bindren Baumes mit n Knoten betrdgt

h = |log, n]. 3.1

Beweis. Zuniachst beobachten wir, dass die Anzahl n an Knoten eines ausgeglichenen Baumes
einer Hohe 4 durch die Ungleichungen

142+ +2"1 41 < m <142+ 4201420 (3.2)

beschrinkt ist. (Die rechte Ungleichung wird zur Gleichung, wenn der Baum ,,voll** ist.) Nun
sind sowohl 1+ 2+ ---+2" L als auch 1 + 2 + - - - + 2" geometrische Reihen, d.h. es gil

1424---+2" 1 =21, 1424 420 = _ 1.
Damit ergibt (3.2) dann 2" < n < 2"*! — 1, und wegen 2! — 1 < 2! also
2" << 2

Mit der rechten Seite erhalten wir 2 < log, n, und mit der linken log, n < h + 1. Logarithmieren
der Ungleichungen (was erlaubt ist, da der Logarithmus monoton steigend ist) ergibt daher

h <logyn < h+1.

Also gilt & = [log, n]. Q.E.D.

3.1.1 Wichtige Baumstrukturen in Java

Biume gibt es in Java im Rahmen des Collection-Frameworks zwar (noch?) nicht, aber eine
allgemeine Baumstruktur ist durch die Schnittstelle TreeModel gegeben, die im Wesentlichen
aus dem Wurzelelement root besteht, das wiederum vom Typ TreeNode ist und maximal einen
Elternknoten sowie eine Liste von Kindknoten hat. Wichtige Implementierungen dieser Schnitt-
sellen sind DefaultTreeModel mit DefaultMutableTreeNode, vor allem von der Swing-Klasse
JTree zur Darstellung von Verzeichnisbdaumen verwendet werden.

2Ein Informatiker kann sich die geometrische Reihe 1 +2+-- - + 2h=1 = 2h _ 1 leicht klarmachen, indem er sich
iiberlegt, dass die Zahl, die / gesetzten Bits entspricht, genau 2" — 1 ist, und jedes gestzte Bit eine Zweierpotenz
darstellt. Beispielsweise ist fiir 1 = 4 die Summe Y/ _ 2k = 1 +2+4+8=1111, = 15=2% - 1.
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3.2 Heaps

Biume werden in der Informatik hauptsichlich verwendet, um sortierte Daten zu speichern. Je
nach Hintergrund oder Sinn der Sortierung gibt es verschiedene Baumstrukturen. Fast immer
werden dazu Bindrbdume verwendet. Jeder Knoten muss einen eindeutigen ,,Schliissel haben,
nach dem sortiert werden kann. Ein Bindrbaum hei3t dann sortiert, wenn fiir jeden seiner Knoten
gilt:

1. kein Knoten in seinem linken Teilbaum hat einen gro8eren Schliissel,
2. kein Knoten in seinem rechten Teilbaum hat einen kleineren Schliissel.

Oft ist man aber nur an dem einen Knoten mit dem besten (oder schlechtesten) Schliissel in-
teressiert. So arbeiten Computer Warteschlangen von durchzufiihrenden Prozessen hiufig nicht
nach dem FIFO-Prinzip ab, sondern verarbeiten als nichstes den Prozess mit der hochsten Priori-
tdt. Solche Warteschlangen heilen Priority Queues. Ein weiteres Beispiel sind Sportturniere, bei
denen nur der Gewinner einer Paarung sich fiir die ndachste Runde qualifiziert (,,KO-System).
Einer der einfachsten Bindrbdume fiir solche Aufgaben ist der Heap, auf Deutsch manchmal
auch Halde genannt.

Definition 3.8 Ein Heap ist ein binirer linksvollstandiger Baum, bei dem jeder Teilbaum als
Wurzel einen Knoten mit dem maximalen Schliissel dieses Teilbaums hat. Ein solcher Heap
wird auch Maximumheap genannt. Ein Minimumheap ist ein binirer linksvollstandiger Baum,
bei dem entsprechend jeder Teilbaum als Wurzel einen Knoten mit dem minimalen Schliissel
hat. O

Ein Heap ermdglicht ein schnelles Einfiigen von Knoten und ein schnelles Suchen des Maximums
(bzw. Minimums). Allerdings gibt es nicht die Moglichkeit einer schnellen Suche nach einem
beliebigen Knoten, dafiir miissen alle Knoten des Baums sukzessive durchlaufen werden. Ein
Heap ist ein ,,partiell geordneter Baum®. Er kann als ein Array implementiert werden, siehe
Abbildung Die Wurzel ist dann der Array-Eintrag a[0], und fiir einen gegebenen Index i

alil] [19[11]15]10[8]12]7
i 0 1 2 3 4 5 6

[9]2]4]5 |
§ 9 10 11

Abbildung 3.2: Ein Heap als Bindrbaum (mit durchnummerierten Knoten) und implementiert als ein Array a[i]
der Linge 12.

eines Eintrags ergeben sich die Indizes p(i) seines Elternelements, seines linken Kindes /()
und seines rechten Kindes (i) durch die folgenden Formeln:
i—1

p(i):{7|, 1G)=2i+1,  r()=2(i+1). (3.3)
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Natiirlich existiert ein Elternknoten p (i) nur fiir i > 0. Der Index eines linken Kindes ist stets
eine ungerade Zahl, wihrend derjenige eines rechten Kindes stets gerade ist. Wann nun kann

man ein gegebenes Array als einen Heap darstellen, und wann nicht? Das formale Kriterium
gibt der folgende Satz an.

Theorem 3.9 Ein Array ali] ldsst sich genau dann als ein (Maximum-)Heap darstellen, wenn
die so genannte ,,Heap-Bedingung “

a[p()] 2 ali] (3.4

fiir alle i erfiillt ist, wobei der Index pli| durch Gleichung gegeben ist. Entsprechend
kann man ein gegebenes Array ali]| genau dann als einen Minimumheap darstellen, wenn die
Minimumheap-Bedingung

alp(@] = ali] (3.5)
fiir alle i erfiillt ist.

Die Heap-Bedingungen (3.4) bzw. (3.5) lassen sich grafisch sehr leicht iiberpriifen, indem
man den Baum von der Wurzel an generationenweise von links nach rechts mit den Array-

Eintragen a[0], a[l], ..., a[n — 1] auffiillt und dann fiir jeden Knoten einzeln priift, ob er
groBer (bzw. kleiner) gleich seinen Kindknoten ist.

insert und extractMax

Um einen Heap als Datenstruktur mit einem Array als internen Speicher verwenden zu kon-
nen, miissen Methoden zum Einfiigen und zum L&schen von Eintrdgen bereitstehen, die die
Heapstruktur erhalten. Wie kann das am effizientesten gelingen? Die Kernidee ist, beim Einfii-

Y ! //

(11/2 ! l15) 8
/\ x\ /\
N e NV N
(10 )4 \s>5 " (1) (7 )7

\
. . \\7,/ N
7/

(b) é 9 k 10 1i

Abbildung 3.3: Die Subroutinen insert (a) und extractMax (b).

gen das neue Element zunéchst am Ende des Arrays anzuhidngen und dann die Heapeigenschaft
mit dem Elternknoten zu iiberpriifen. Falls sie erfiillt ist, ist er schon an einer geeigneten Stelle
und die Heapeigenschaft insgesamt erhalten; falls sie verletzt ist, werden die beiden Knoten
ausgetauscht, und der neue Knoten ist automatisch groBer als sein(e) Kindknoten. Danach wird
erneut die Heapeigenschaft des neuen Knotens mit dem neuen Elternknoten gepriift und die
beiden gegebenenfalls ausgetauscht, und so weiter. In Abbildung[3.3](a) ist der Algorithmus am
Beipiel des Einfiigens des Knotens 17 skizziert.

Das Loschen eines beliebigen Elements eines Heaps ist nur sehr aufwindig zu realisieren,
genau genommen ist ein Heap dazu auch gar nicht geeignet, im Gegensatz zum Beispiel zu einer
verketteten Liste. Von einem Heap kann jedoch nach Konstruktion effizient der Wurzelknoten,
also das Maximum, entfernt werden. Hier ist die Idee umgekehrt zu derjenigen des Einfiigens:
Entferne die Wurzel und speichere den letzten Knoten zunichst als Wurzel; priife dann sukzessive
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die Heapeigenschaft mit dem groBeren der beiden Kindknoten und tausche gegebenenfalls die
Knoten aus. Diese Schleife wird auch reheap genannt. In Abbildung[3.3](b) ist der Algorithmus
extractMax dargestellt.

Die folgende Klasse ist eine Implementierung eines Heaps mit diesen beiden Methoden:

/ x*
* This class represents a heap tree
*/
public class Heap<E extends Comparable<E>> {
private E[] nodes;
private int size;

/*x Creates a heap containing the input nodes.
* @param nodes an array of possibly unsorted nodes
*/
public Heap(E[] nodes) {
size = 0;
this.nodes = java.util.Arrays.<E>copyOf(nodes,nodes.length);
for (E v : nodes) {
insert(v);

/*x Inserts a node into this heap.
* @param node the node to be inserted
*/
public boolean insert(E node) {
int i = size; // start i from the bottom
E x;
nodes[size] = node; // insert object
size++; // extend the heap with one object
while (i > 0 && nodes[(i-1)/2].compareTo(nodes[i]) < 0) { // heap property?
x = nodes[i]; nodes[i] = nodes[(i-1)/21; nodes[(i-1)/2] = Xx;
i= (i - 1)/2; // go up one generation
}

return true;

/*x Returns the maximum of this heap and deletes it.
* @return the maximum node of this heap
*/
public E extractMax() {
E root = nodes[0]; // store maximum to return in the end

E tmp;
int i, m, 1, r;
size--; // decrease heap size

nodes[@] = nodes[sizel; // root overwritten by last node

i =0; // start i from the root

// reheap:

while (2*xi + 1 <= size) { // while there is at least a left child
1=2+i + 1; r =2x(i + 1); // index of left and right child
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if (r <= size) { // does right child exist at all?
if (nodes[l].compareTo(nodes[r]) > 0) { // which child is greater?

m=1;
} else {
m=r;
}
} else {
m=1;

}

if (nodes[i].compareTo(nodes[m]) < 0) { // check heap property
tmp = nodes[i]; nodes[i] = nodes[m]; nodes[m] = tmp;
i =m; // change nodes and index!

} else {
i =size + 1; // exit loop

}

return root;

/** Returns a string representation of this heap.
* @return a string representation of this heap
*/

@Override

public String toString() {

String output = "[";

for (int i = 0; i < size - 1; i++) {
output += nodes[i] + ",";

}

output += nodes[size - 1] + "]";

return output;

public static void main(String[] args) {
Heap<String> faust = new Heap<>(new String[]{
"Da", "steh", "ich", "npun" , "ich", "armer", "Tor",
"und", "bin", "so", "klug", "als", "wie", "zuvor"
});
System.out.println(faust);
System.out.println("Remove
System.out.println(faust);
String wort = "toll";
System.out.println("Insert " + wort);
faust.insert(wort);
System.out.println(faust);

+ faust.extractMax());

}

Der Konstruktor erwartet zur Initialisierung ein Array, das vollig unsortiert sein kann, und
erstellt daraus einen Heap. Die Ausgaben des Programms lauten:
[zuvor,steh,wie,nun,so,ich,und,Da,bin,ich,klug,als,armer,Tor]
Remove zuvor
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[wie,steh,und,nun,so,ich,Tor,Da,bin,ich, klug,als,armer],
Insert toll
[wie,steh,und,nun,so,ich,toll,Da,bin,ich,klug,als,armer,Tor]

3.3 Zusammenfassung

* In diesem Kapitel behandelten wir Biume. Ein Baum besteht aus Knoten und Kanten
und ist rekursiv so definiert, dass er aus einem Wurzelknoten und mehreren Teilbdumen
besteht.

* Spezielle Baume sind die bindren Baume, in denen jeder Knoten hochstens zwei Kind-
knoten hat.

* Ein wichtiger bindrer Baum ist der Heap, der die Maximum- oder die Minimum-Heap-
Bedingung erfiillt. Entsprechend heit der Heap Maximum- oder Minimum-Heap.

AbschlieBend vergleichen wir verschiedene Datenstrukturen mit demjenigen Element, das je-
weils am effizientesten zu finden ist:

Datenstruktur Am schnellsten zu findendes Element

Array das Element mit gegebenem Index (,,random access‘)
Stack das neueste Element

Queue das dlteste Element

(Maximum-) Heap das grofite Element

Minimumbheap das kleinste Element




Abstrakte Datentypen in Java: Collections

Kapiteliibersicht
A1 Tiastenl . . . . . . . e e 43
B2 Sets(Mengen)|. . . . . . . . 44
B.3 Maps (Zuordnungen)| . . . . . ... ..o 45
4.4 Wann welche Datenstruktur verwenden? . . . . . . . . .. . ... ... ... ..... 47
4.5 Statische Methoden der Klassen Collections und Arrays| . . .. ... ... ..... 48
4.6 Zusammenfassender Uberblickl . . . . . . .. ... ... . ... ... ... . ... .. 49

Eine Collection ist in Java ein Objekt, das mehrere Elemente zu einer Einheit zusammen fasst.
Nach unseren allgemeinen Betrachtungen in den vorigen Kapiteln sind es abstrakte Datentypen.
Collections sind also von der Java-API bereitgestellte Datenstrukturen mit bestimmten Zugriffs-
methoden, um Daten zu speichern, zu suchen und zu manipulieren. Typischerweise stellen sie
Dateneintrige dar, die eine natiirliche Gruppe bilden, wie beispielsweise ein Skatblatt als eine
Collection von Spielkarten, ein Postfach als Collection von Briefen oder ein Telefonbuch als
eine Zuordnung von Namen und Telefonnummern.

Merkregel 2. Bei Verwendung der Collections werden die als Typparameter auftretenden Klas-
sen stets mit einem der vier Groftbuchstaben

* E fiir Element,
* T fiir Typ,
* V fiir Value (Wert) und K fiir Key (Schliissel)

benannt. Diese Notation wird auch in der Java-API-Dokumentation verwendet.

Merkregel 3. Daneben wird hdufig die ,Wildcard* <?> verwendet, die ein Objekt der allge-
meinsten Klasse Object bezeichnet. Es gibt folgende Varianten:

* <?>—steht fiir den allgemeinen Typ Object
* <? extends Typ> — steht fiir alle Unterklassen und die Klasse Typ

* <? super Typ> — steht fiir alle Superklassen von Typ und die Klasse Typ selbst

Eine Hauptschwierigkeit fiir den Anfanger besteht zumeist darin, die scheinbar erschlagende Fiil-

41
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le an bereitgestellten Interfaces und Klassen zu strukturieren. Beginnen wir mit den Interfaces,
denn im Wesentlichen wird die Struktur des Java-Collection-Frameworks durch die Interfaces

Collection<E>
List<E> Queue<E> Set<E> Map<K,V> Iterator<E>
BlockingQueue<E> SortedSet<E> ConcurrentMap<K,V>| | SortedMap<K,V> Listlterator<E>

Abbildung 4.1: Wichtige Interfaces des Java Collection Frameworks. Alle befinden sich im Paket java.util,
bis auf die sich fiir nebenldufige Zugrifte (,,Threads*) geeigneten Klassen BlockingQueue und ConcurrentMap aus
dem Paket java.util.concurrent.

Collection, Map und Iterator bestimmt (Abbildung §.T)). Das Interface Collection<E> be-
schreibt die Struktur eines allgemeinen Containers von Objekten der Klasse E und verlangt u.a.
die Implementierung der folgenden Methoden:

* boolean add(E o): fiigt das Element o ans Ende der Liste ein

e void clear(): l0scht alle Elemente dieser Collection

* boolean contains(E o): gibt true zuriick, wenn diese Collection das Objekt o enthlt

* boolean isEmpty(): gibt true zuriick, wenn diese Collection kein Element enthélt

* boolean remove(E o): entfernt das eingegebene Element

* int size(): gibt die Anzahl der Element dieser Collection

E[] toArray(): gibt ein Array zuriick, das alle Elemente dieser Collection enthilt.

Es hat als Subinterfaces List<E>, Queue<E> und Set<E>. Die grundlegenden Interfaces des
Java-Collection-Frameworks sind in der folgenden Tabelle aufgelistet:

Interface Erlduterungen und wichtige zu implementierende Methoden
Iterator<kE> | Die Elemente werden in einer verketteten Liste (Sequenz) gespeichert. Ublicherweise wird ein
(verkettete Iterator als Hilfsobjekt zum Durchlaufen der Elemente einer Collection verwendet.
Liste) boolean hasNext (): priift, ob ein weiteres Element existiert

E next(): gibt das nédchste Element zuriick und verweist auf dessen nichstes

void remove(): entfernt das aktuelle Element
List- Die Elemente werden in einer doppelt verketteten Liste gespeichert, jedes Element hat also einen
Iterator<kE> | Nachfolger (next) und einen Vorginger (previous). ListIterator ist ein Subinterface von Iterator
(doppelt und wird iiblicherweise als Hilfsobjekt zum Durchlaufen der Elemente einer Liste (s.u.) verwendet.
V(T,rkettete boolean hasPrevious(): priift, ob ein Vorgiingerelement existiert
Liste) E previous(): gibt das Vorgingerelement zuriick

void remove(): entfernt das aktuelle Element

List<E> (in-
dizierte Lis-
te)

Die Elemente werden in einer indizierten verketteten Liste gespeichert und sind wahlweise direkt iiber
einen Index oder sequentiell iiber einen Iterator zugreifbar.

boolean add(E o): fiigt das Element o ans Ende der Liste ein

void add(int i, E o): fiigt das Element o an die Position i der Liste ein
E get(int i): gibt das Element auf Position i zuriick

E set(int i, E e): ersetzt das Element e an Position i in dieser Liste
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Queue<E> Die Elemente werden nach dem FIFO-Prinzip (first-in, first out) verarbeitet, das zuerst eingefiigte
(Warte- Element wird auch zuerst ausgelesen.
schlange) boolean offer(E o): fiigt das Element o in die Warteschlange ein, wenn moglich

E peek(): gibt den Kopf der Warteschlange zuriick
E poll(), E remove(): gibt den Kopf der Warteschlange zuriick und entfernt ihn

(Menge) Durchschnitt und Subtraktion durchgefiihrt werden:
boolean add(E o): fiigt das Element o in die Menge ein, wenn es nicht schon vorhanden ist

Menge ein, wenn sie nicht schon vorhanden sind, d.h. this ergibt this U c.
this ergibt this \ c.

in ¢ sind, d.h. this ergibt this N c.

Set<E> Eine Menge enthilt keine doppelten Elemente, und es konnen die Mengenoperationen Vereinigung,

boolean addAll(Collection<E> c): fiigt alle Elemente der eingegebenen Collection c in die
boolean removeAll(Collection<E> c): 16scht alle Elemente dieser Menge, die in ¢ sind, d.h.

boolean retainAll(Collection<E> c): behilt nur diejenigen Elemente dieser Menge, die auch

(Zuordnung) | Subinterface von Collection.

V get(K key): gibt den Wert zu dem eingegebenen Schliissel key zuriick
V put(K key, V value): fiigt den Schliissel key mit dem Wert value ein
Set<K> keySet(): gibt eine Set mit den Schliisseln zuriick

Map<K, V> Es werden Schliissel-Wert-Paare <K, V> gespeichert, wobei jeder Schliissel eindeutig ist. Map ist kein

Die Klassen des Collection-Frameworks implementieren diese Interfaces, die wichtigsten sind
in Abbildung.2]aufgefiihrt. Sie stellen die verschiedenen Datenstrukturen zur Speicherung von

Collection<E>

7
| | |

List<E> Queue<E> Set<E> Map<K,V>

SortedSet<E> ! SortedMap<K,V>

ArrayList<E>l| | Stack<E> | |LinkedList<E> | PriorityQueue<E> | | HashSet<E>| | TreeSet<E>| |HashMap<K,V> | TreeMap<K,V>|

Abbildung 4.2: Wichtige Klassen des Java Collection Frameworks mit ihren Interfaces. Die fiir die meisten
praktischen Fille geeignete Klasse ist die ArrayList, ein ,,dynamisches Array*. Alle aufgefiihrten Klassen befinden
sich im Paket java.util.

Objekten dar. Wir werden sie detaillierter in den folgenden Abschnitten betrachten.

4.1 Listen

Listen sind lineare Collections, oder Sequenzen. Die Elemente liegen einer bestimmten Reihen-
folge vor, normalerweise in der Einfiigereihenfolge. In Java haben Listen die folgenden speziellen
Eigenschaften:

* Eine Liste kann doppelte Elemente enthalten.
* Ein direkter Zugriff liber einen Index ist moglich, mit der Methode get (int).

Die Notation einer List in der API-Dokumentation lautet List<E>, wobei E fiir den Datentyp (iib-
licherweise die Klasse) der Elemente steht. Die am haufigsten eingesetzten Implementierungen
des Interfaces List sind nachfolgend aufgefiihrt:
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Klasse

Erliauterungen und wichtige Methoden

Array-
List<E>

Ein dynamisches Array, d.h. eine Array mit veridnderbarer GroBe.

void remove(int i): entfernt das Element an Position i dieser ArrayList und verschiebt die
Position aller nachfolgenden Elemente um 1 nach links
void trimToSize(): passt die Kapazitit dieser ArrayList an die aktuelle GroBe an

Linked-
List<E>

Eine Datenstruktur, die sich gut eignet, wenn man oft Elemente am Anfang einfiigen oder aus der Mitte
16schen will. Da LinkedList auch eine Queue implementiert, eignet sie sich auch als FIFO-Speicher.

boolean addFirst(E o): fiigt das Element o an den Anfang ein

E getFirst(): gibt das erste Element der Liste zuriick.

boolean offer(E o): hingt das Element o an das Ende der Liste an.

E peek(): gibt das erste Element der Liste zuriick, aber entfernt es nicht.
E poll(): gibt das erste Element der Liste zuriick und entfernt es.

Stack<E>

Ein Stapel, d.h. eine LIFO-Datenstruktur.

E peek(): gibt das oberste (zuletzt eingefiigte) Element der Liste zuriick, aber entfernt es nicht.

E pop(): gibt das oberste (zuletzt eingefiigte) Element der Liste zuriick und entfernt es.

E push(E o): legt das Element o auf den Stapel.

int search(E o): gibt die Position des Elements o im Stapel zuriick, d.h. seinen Abstand vom
Kopfende (top) des Stapels. Das oberste Element hat die Position 1, je tiefer o im Stapel liegt,
desto hoher ist seine Position.

4.2 Sets (Mengen)

Wie in der Mathematik ist auch in Java eine Menge (set) eine Einheit von Elementen, die nicht
doppelt vorkommen. Ein bereits vorhandenes Element wird somit mit add nicht erneut eingefiigt,
liefert allerdings false zuriick. Die Notation einer Set in der API-Dokumentation lautet Set<E>,
wobei E fiir den Datentyp (liblicherweise die Klasse) der Elemente steht. Die folgende Tabelle
fiihrt die wichtigsten Implementierungen des Interfaces Set auf.

Klasse

Erliduterungen und wichtige Methoden

Hash-
Set<E>

Eine ungeordnete Menge, deren Speicher intern durch eine Hash-Tabelle verwaltet wird. Sie ist die
schnellste Implementierung einer Menge. Da sich allerdings die (interne) Ordnung der Elemente
dynamisch dndern kann, eignet sie sich nicht fiir geordnete Mengen. Zwei Parameter bestimmen eine
HashSet, die Kapazitét (capacity) ¢ und der Ladefaktor (load factor) o der Hash-Tabelle, d.i. der
Quotient der Anzahl der Elemente durch die Kapazitit (capacity). Die (erwartete) Anzahl Elemente,
also this.size(), sollte von der Groflenordnung dem Produkt a¢ entsprechen. Als Faustregel gilt,
dass bei einem Ladefaktor @ = % die Kapazitit etwa dem Doppelten der zu erwarteten Elementezahl
der Menge entsprechen sollte. Die Defaultwerte bei HashSet liegen bei a = % und ¢ = 16 (d.h. size()
~ 6).

Tree-
Set<E>

Eine geordnete Menge, implementiert das Interface SortedSet. Die interne Speicherverwaltung wird
iber einen Baum realisiert. Eine TreeSet ist eine langsamere Imlementierung einer Set und sollte
nicht fiir ungeordnete Mengen verwendet werden.

E first(): gibt das kleinste Element der Menge zuriick

E last(): gibt das grofite Element der Menge zuriick.

SortedSet<E> subSet(E from, E to): gibt die geordnete Teilmenge einschlieBlich dem Element
from und ausschlieflich dem Element to zuriick.

SortedSet<E> headSet(E to): gibt die Teilmenge aller Elemente der Menge < to zuriick.

SortedSet<E> tailSet(E from): gibt die Teilmenge aller Elemente der Menge = from zuriick.

Linked-
Hash-
Set<E>

Eine ungeordnete Menge, die intern die Elemente in ihrer Einfiigeordnung als eine doppelt verkettete
Liste verwaltet. Ist etwas langsamer als eine HashSet, aber schneller als eine TreeSet.
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Enum- Eine auf enum-Typen spezialisierte und sehr effizient implementierte Menge. Neben den iiblichen
Set<E> Mengen-Methoden implementiert sie die folgenden statischen Methoden:

static EnumSet<E> noneOf(Class<E> enumType): gibt eine EnumSet zuriick, die eine leere Men-
ge zu dem iibergebenen enumTyp darstellt.

static EnumSet<E> of (E el, ..., E eN): gibt eine EnumSet zuriick, die die iibergebenen N
Elemente enthilt, wobei N = 1. Jedes Element el, . .., eN muss dabei vom enum-Typ Class<E>
sein.

static EnumSet<E> range(E from, E to): gibteine EnumSet zuriick, die Elemente von from bis
to (einschlieBlich) des enum-Typs Class<E> enthalten. Die Ordnung wird durch ihn festgelegt,
und mit ihr muss stets from < to gelten.

Das folgende Java-Programm erzeugt 50 zufillige Lottotipps 6 aus 49, jeweils als 6-elementige
sortierte Menge von Integer-Werten.

import java.util.x;
public class Lottotipp extends TreeSet<Integer> {

public Lottotipp() {
while( this.size() <6 ) {
this.add( (int) (49 *x Math.random() + 1) );

public static void main(String[] args) {
Lottotipp tipp;
for (int i = 1; i <= 50; i++) {
tipp = new Lottotipp(); // erzeuge wieder neuen Tipp
System.out.println("Tipp " + i + ": " + tipp);

}

Da Lottotipp also eine TreeSet aus Integern ist, konnen erstens keine doppelten Elemente
auftreten (da er eine Menge ist) und sind zweitens die Elemente aufsteigend sortiert (da er ein
Baum ist). Im Konstruktor wird bei der Erzeugung eines Objekts Lottotipp also solange eine
Zufallszahl € {1,2,...,49} in die Menge eingefiigt, bis sie 6 verschiedene Zahlen enthilt.

4.3 Maps (Zuordnungen)

Eine Map oder Zuordnung stellt eine Beziehung zwischen einem Schliissel (key) und einem Wert
(value) dar. In einer Map miissen die Schliissel eindeutig sein, es kann also keine zwei gleichen
Schliissel geben, und jeder Schliissel ist mit einem Wert verkniipft. Die Notation einer Map in
der API-Dokumentation lautet

Map<K, V>,

wobei K fiir den Datentyp (also die Klasse) des Schliissels steht und V fiir denjenigen des Wertes.
Ein einfaches Beispiel einer Map ist ein Telefonverzeichnis, das einem Namen (Schliissel)
eine (und nur eine) Telefonnummer (Wert) zuordnet; dabei kann es durchaus vorkommen, dass
zwei Namen dieselbe Telefonnummer zugeordnet ist.
Die wichtigsten zu implementierenden Methoden des Interfaces Map sind die folgenden:

* V get(K key): gibt den dem Schliissel key zugeordneten Wert zuriick.
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V put(K key, V value): ordnet dem Schliissel key den Wert value zu.
V remove (K key): entfernt den Schliissel key und seinen zugeordneten Wert aus der Map.

V put(K key, V value): ordnet dem Schliissel key den Wert value zu.

* int size(): gibt die Anzahl der Schliissel-Wert-Paare der Map zuriick.

* void clear(): 16scht alle Zuordnungen dieser Map.

* boolean containsKey (K key): gibt true zuriick, wenn die Map den Schliissel key ent-

hilt.

* boolean containsValue(V value): gibt true zuriick, wenn die Map einen oder mehrere
Werte value enthilt.

* Set<K> keySet(): gibt eine Menge zuriick, die aus allen Schliisseln der Map besteht.

Collection<V> values(): gibt eine Collection aller Werte der Map zurtick.

Die beiden wichtigsten Methoden einer Map sind natiirlich put zum Aufbau der Map, und get
zum Auslesen des passenden Schliissels.

Klasse Erlauterungen und wichtige Methoden
Hash- Eine Map mit ungeordneten Schliisseln, deren Speicher intern durch eine Hash-Tabelle verwaltet
Map<K, V> wird. Sie ist die schnellste Implementierung einer Map. Da sich allerdings die (interne) Ordnung der
Elemente dynamisch dndern kann, eignet sie sich nicht fiir geordnete Maps. Zwei Parameter bestimmen
eine HashMap, die Kapazitit (capacity) c und der Ladefaktor (load factor) @ der Hash-Tabelle, d.i. der
Quotient der Anzahl der Elemente durch die Kapazitit (capacity). Die (erwartete) Anzahl Elemente,
also this.size(), sollte von der GroBenordnung dem Produkt a¢ entsprechen. Als Faustregel gilt,
dass bei einem Ladefaktor @ = % die Kapazitit etwa dem Doppelten der zu erwarteten Elementezahl
der Map entsprechen sollte. Die Defaultwerte bei HashMap liegen bei @ = % und ¢ = 16 (d.h. size()
x 0).
TreeMap Eine Map mit geordneten Schliisseln. ie implementiert das Interface SortedMap. Die interne Speicher-
<K, V> verwaltung wird iiber einen Baum realisiert. Eine TreeMap ist eine langsamere Imlementierung einer
Map und sollte nicht fiir ungeordnete Maps verwendet werden.
K firstKey(): gibt den kleinsten Schliissel dieser Map zuriick
K lastKey(): gibt den grofiten Schliissel der Map zuriick.
SortedMap<K, V> subSet(K from, K to): gibt die geordnete Teil-Map einschlieSlich dem Schliis-
sel from und ausschlieBlich dem Schliissel to zuriick.
SortedMap<K, V> headMap (K to): gibt die Teil-Map aller Schliissel der Map < to zuriick.
SortedMap<K, V> tailMap(K from): gibt die Teilmenge aller Schliissel der Menge = from zuriick.
Linked- Eine Map mit nicht geordneten Schliisseln, die intern die Schliissel in der Reihenfolge ihres Einfiigens
HashMap als eine doppelt verkettete Liste verwaltet. Ist etwas langsamer als eine HashMap, aber schneller als eine
<K, V> TreeMap.
Enum- Eine auf Schliissel eines enum-Typs spezialisierte und sehr effizient implementierte Map.
Map<K, V>

Ein einfaches Programm fiir ein Telefonbuch lautet:

import java.util.sx;
import javax.swing.x;

public class Telefonbuch extends TreeMap<String, Integer> {
public String ort;

public Telefonbuch(String ort) {
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this.ort = ort;

public String toString() {
return "Telefonbuch " + ort + ":\n" + super.toString();

public static void main( String[] args ) {
Telefonbuch hagen = new Telefonbuch("Hagen");

//Eintragen:
hagen.put("Schroder", 2380);
hagen.put("WeiB"™, 2371);
hagen.put("de Vries", 2381);

JOptionPane.showMessageDialog(
null, hagen + "\nTel. WeiR:" + hagen.get("WeiR")
);

4.4 Wann welche Datenstruktur verwenden?

Bei der Uberlegung, welche der Klassen aus Abbildung 4.2|als Datenstruktur fiir ein gegebenes
Problem geeignet ist, sollte man sich zunichst iiber das zu verwendende Interface aus Abbildung
klar werden. Im Wesentlichen muss man sich also geméf folgender Tabelle entscheiden.

Interface Kriterien

List<E>  Speicherung als Sequenz, mehrfaches Auftreten gleicher Elemente mog-
lich, indizierter Zugriff

Queue<E> Speicherung als Sequenz gemidBl dem FIFO-Prinzip (Warteschlange,
first-in, first-out)

Set<E> Speicherung als Menge, d.h. jedes Element kann maximal einmal auf-
treten

Map<K, V> Speicherung von Schliissel-Wert-Paaren, wobei ein Schliissel in der Map
eindeutig ist (d.h. alle Schliissel ergeben eine Set!)

Nach Abbildung {.2] ergeben sich daraus die konkreten Alternativen der fiir die jeweilige Pro-
blemstellung geeigneten Klasse. Grob kann man dabei von folgenden Daumenregeln ausgehen:

* In den meisten Fillen wird die ArrayList die geeignete Datenstruktur sein, also eine
lineare Sequenz mit indiziertem Zugriff.

* Benotigt man entweder eine Queue oder eine lineare Liste und kann absehen, dass Ele-
mente aus ihrem Innern oft geloscht werden miissen oder vorwiegend Durchlidufe durch
die gesamte Liste stattfinden werden, so ist eine LinkedList zu bevorzugen, deren Ope-
rationen sind schneller als in einer ArrayList.

e Will man eine Set implementieren, dann wird in den meisten Fillen eine unsortierte
HashSet die geeignete Wahl sein, sie ist in der Verarbeitung schneller als eine sortierte
TreeSet.
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e Will man eine Map implementieren, dann wird in den meisten Fillen eine unsortierte
HashMap die geeignete Wahl sein, sie ist in der Verarbeitung schneller als eine sortierte
TreeSet.

4.5 Statische Methoden der Klassen Collections und Arrays

Die Klasse Collections (man beachte das ,,s am Ende!) im Paket java.util enthilt nur
statische Methoden, durch die einige niitzliche Algorithmen fiir die Datenstrukturen bereitgestellt
werden. Sie ist damit gewissermalen der ,,Werkzeugkasten® fiir das Collection-Framework.
Diese Methoden sind ,,polymorph*, d.h. sie konnen fiir verschiedene Implementierungen eines
Interfaces verwendet werden. Wichtige dieser Methoden sind:

* static <T>int binarySearch(List<T extends Comparable<T» list, T key), bzw. sta-
tic <T> int binarySearch(List<T> list, T key, Comparator<T> c): sucht nach dem
Objekt key in der sortierten Liste 1ist. die Liste muss nach dem durch Comparable, bzw.
dem Comparator gegebenen Sortierkriterium sortiert sein.

* static int frequency(Collection<?> c, Object o) gibt Anzahl der Elemente der
Collection c zuriick, die gleich dem spezifizierten Objekt o sind.

* static <T> List<T> emptylList() gibt die leere Liste zuriick.
* static <T> Set<T> emptySet() gibt die leere Menge zuriick.
* static <K,V> Map<K,V> emptyMap() gibt die leere Map zuriick.

e static <T> max(Collection<? extends T> coll/, Comparator<? super T> comp])
gibt das maximale Element der Collection coll gemif3 der natiirlichen Ordnung der
Elemente zuriick /, bzw. gemil des iibergebenen Comparators comp].

e static <T> min(Collection<? extends T> coll/, Comparator<? super T> comp])
gibt das minimale Element der Collection coll gemall der natiirlichen Ordnung der
Elemente zurlick [, bzw. gemal des libergebenen Comparators comp].

e static void sort(List<T> list/, Comparator<? super T> comp]) sortiert die Ele-
mente der Liste 1ist gemil der natiirlichen Ordnung der Elemente [, bzw. gemil} des
tibergebenen Comparators comp]/.

Daneben gibt es Methoden zum Ersetzen (replaceAll) von Listenelementen, zum Umkehren
der Reihenfolge (reverse), zum Rotieren (rotate, eine Art ,,modulo-Verschiebung*), Mischen
(shuffle) und Vertauschen (swap) von Listenelementen.

In der Klasse Arrays des Pakets java.util gibt es statische Methoden asList, die ein Array
oder eine Liste von Objekten in eine Collection-Liste umwandeln:

List<Integer> liste = Arrays.aslList(2,3,5,7,9,11,13,17,19);

Ubergibt man der Methode eine Referenz auf ein Array, so schieBen Anderungen von Array-
Eintrdagen auf die Eintrige der Liste durch, wie das folgende Beispiel zeigt:

String[] quelle = {"Da", "steh"™, "ich", "nun"};

List<String> satz = Arrays.asList(quelle);

System.out.println(satz); // [Da, geh, ich, nun]

quelle[l] = "geh"; // Anderung der Quelle

satz.set(0, "Dann"); // Anderung der Liste
System.out.println(satz); // [Dann, geh, ich, nun]
System.out.println(Arrays.toString(quelle)); // [Dann, geh, ich, nun]
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Auf diese Weise kann also die asList-Methode sowohl zur effizienten Erzeugung einer gegebenen
Liste von Objekten (auch Zahlen) als auch als ,,Briicke* einer Array-Darstellung und einer
Collection-Darstellung von Daten verwendet werden.

4.6 Zusammenfassender Uberblick

Wir haben in diesem Kapitel das Collection-Framework in Java kennengelernt. Es implementiert
die linearen abstrakten Datentypen der Theoretischen Informatik, zum Beispiel eine dynami-
sche Arrayliste, eine verkettete Liste und eine Set. Strenggenommen zwar nicht im Collection-
Framework, aber dennoch eine wichtige lineare abstrakkte Datenstruktur in Java ist die Map,
eine Verallgemeinerung eines dynamischen Arrays, das anstatt numerischer Indizes allgemeine
sortierbare Objekte (z.B. String) als Schliissel fiir ihre Eintrdage verwendet.

Hierbei ist eine Liste in Java stets eine ,.indizierte* und doppelt verkettete Liste, d.h. man
kann sie sowohl iiber einen Iterator als klassische verkettete Liste darstellen als auch wie bei
einem Array iiber den Index (mit get (1)) auf sie zugreifen, allerdings unter Laufzeitverlust.

Es gibt jeweils zwei Arten von Implementierungen von Mengen (Sets) und Maps in Java,
einerseits mit unsortierter Speicherung mit Hash-Tabelle (HashSet, HashMap) oder mit sortierter
Speicherung mit Hilfe eines Baumes (TreeSet, TreeMap).

AbschlieBend vergleichen wir verschiedene Datenstrukturen mit demjenigen Element, das
jeweils am effizientesten zu finden ist:

Datenstruktur Am schnellsten zu findendes Element

Array(List) das Element mit gegebenem Index (,,random access*)
HashMap, TreeMap das Element mit gegebenem Schliissel (,,;random access®)
TreeMap das Element mit dem kleinsten Schliissel

LinkedList das erste oder das letzte Element

Stack das neueste Element

Queue das dlteste Element

Set —

TreeSet das nach der Ordnung kleinste Element

(Maximum-) Heap  das grof3te Element

Minimumheap das kleinste Element
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Es gibt zwei Wege, einen Softwareentwurf zu gestalten. Einer besteht
darin, ihn so einfach zu machen, dass es offensichtlich keine Mdngel
gibt, und der andere darin, ihn so kompliziert zu machen, dass es keine
offensichtlichen Mdngel gibt.

C. A.R. Hoare (https://doi.org/10.1145/358549.358561)

Die Elemente eines Algorithmus
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Die meisten Menschen kennen den Begriff ,,Algorithmus* oder haben ihn zumindest schonmal
gehort. Im Alltag hat er meist einen negativen oder unangenehmen Beigeschmack, Algorithmen
analysieren unsere privaten Daten und unser Verhalten im Internet, manchmal iiberwachen
sie uns sogar oder bewirken, dass Menschen ihr Beruf gekiindigt wirdl] Oft sind sie nach
Mathematikern benannt (Euklid, Gaul3, Heron, Horner, Strassen, ...), und die zdhlen nun auch
nicht gerade zu den Hochstplatzierten auf der Beliebtheitsskala bekannter Personlichkeiten.

Was ist ein Algorithmus? Bevor wir im Folgenden eine genauere und fiir dieses Skript geeig-
nete Definition geben, sei fiir das erste Verstdndnis zunichst als Charakterisierung genannt: Ein
Algorithmus ist eine Handlungsanweisung, das unzweideutig den Weg zur Losung eines gege-
benen Problems oder einer gegebenen (und durch Parameter bestimmten) Klasse von Problemen
beschreibt. Beispiele fiir Algorithmen sind im Alltagsleben Kochrezepte oder Bauanleitungen,
in der Betriebswirtschaft Prozessbeschreibungen und Bilanzierungsregeln, in der Mathematik
Rechenverfahren. In der Informatik ist ein Algorithmus als Handlungsanweisung genau genug
beschrieben, um daraus eine Subroutine zu programmieren.

Wie aber kann man nun einen Algorithmus ,,genau genug beschreiben*?

5.1 Beschreibungsformen fiir Algorithmen

Im wesentlichen gibt es zwei Formen, einen Algorithmus zu beschreiben, den Pseudocode und
den Programmablaufplan.

5.1.1 Pseudocode

Um die Funktionsweise eines Algorithmus darzustellen, verwendet man meist einen Pseudo-
code, d.h. ein einer hoheren Programmiersprache dhnlicher Quelltext, der auf Verstandlichkeit

1O’Neil (2016);S. 10f.
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fiir Menschen Wert legt, mathematische Notation umfasst und auf technische Spezifika einer
konkreten Programmiersprache wie Datentypen oder Deklarationen verzichtet. Es gibt keinen
genormten Standard fiir Pseudocode, sondern an existierende Programmiersprachen angelehnte
Stile. Gebréuchlich sind der Pascal-Stil (Anweisungsblocke werden mit BEGIN . . . END markiert)
und der C-Stil (Blocke werden mit { ... } markiert). Letzteren werden wir in diesem Skript
verwenden.

Als Beispiel betrachten wir in Tabelle [5.1] den Algorithmus der bindren Suche auf Seite
23] der links als Quelletxt in Java aufgelistet ist und rechts als Pseudocode. Wie wir sehen,

Quelltext in Java Pseudocode
public static int bin&reSuche(char s, char[] v) { | algorithm bin&dreSuche(s, v[]) {
intm, 1 =0, r = v.length - 1; [0, re|v|;
while (1 <= r) { while ([ £r) {
m=(L+r)/2; m%VHJ;
if (s > viml) { : 2
1=m+ 1; if (s>v[m]) {
} else if (s < v[m]) { l<—r.n+l;
Pom e i } else if (s <v[m]) {
} else { re—m-1;
return m; } else {
} return m;
} }
return -1; return —1;
' }
}
}

Tabelle 5.1: Vergleich der biniiren Suche als Java-Quelltext und als Pseudocode.

werden technische Spezifizierungen wie Datentypen, Deklarationen oder Zugriffsmodifikatoren
weggelassen, dafiir werden Wertzuweisungen mit ,,«—* statt eines Gleichheitszeichens ,,=* mar-
kiert. Auch das implizite Casting bei der Integer-Division wird durch die unteren Gauf3’schen
Klammern |- - - | ersetzt:

(L+r)/2 — {HT}’J

Die unteren Gauf3’schen Klammern, oder auch ,,Floor-Klammern‘ genannt, runden eine reelle
Zahl auf den nichstkleineren ganzzahligen Wert ab, siche Gleichung (A.I) auf Seite [133]
Gingige Symbole und Notationen fiir elementare Operationen in Pseudocode sind in Tabelle

Operation Pseudocode Java

Wertzuweisung —, = =

Wertetausch, Dreieckstausch — be1 int: XS Yy U= X X TE Y
bei double: tmp = x; x = y; y = tmp;

Vergleich === %,<,>5,2 ==, =, <, >, <=, >=

Arithmetik +, —, -, /, mod + %/, %

Logik =, not, and, A, or, V, xor, ® 1,&6&, ||,

Verkettung von x und y Xy, Xxoy X+Y

Ein- und Ausgabe input, output, return return

Tabelle 5.2: Gingige Symbole und Notationen in Pseudocode fiir elementare Operationen.

[5.2]aufgefiihrt. Hiufig wird zu Beginn des Pseudocodes eines Algorithmus das Wort algorithm
verwendet sowie die Begriffe input und output, die die Eingabeparameter bzw. das zu liefernde
Ergebnis erldutern.

Algorithmus 5.1: Pseudocode der bindren Suche

algorithm binareSuche(s,v[]) {
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input: ein Wort s und ein Array von Worten v
output: Index eines Wortes in v, das s gleicht, sonst —1

[0, r|v|l-1;
while ([ £Zr) {

<_V+rJ_

m Bk

if (s >v[m]) {

[l —m+1;
} else if (s <v[m]) {
re—m-1;
} else {
return m;
}
}

return —1;

}

Zweck von Pseudocode ist es, den eigentlichen Ablauf eines Algorithmus in den Vordergrund
zu stellen und die fiir eine Programmiersprache (meist) wesentlichen technischen Aspekte aus-
zublenden. Dadurch soll der Algorithmus grundsitzlich leichter lesbar und somit verstidndlich
fiir uns Menschen, aber auch fiir einen Programmierer préazise genug sein, dass er ihn in einer
beliebigen Programmiersprache implementieren kann.

Arrays in Pseudocode. Da Datenstrukturen fiir viele Algorithmen eine wesentliche Rolle
spielen, muss man sie auch in Pseudocode darstellen konnen. Eine besondere Stellung nimmt
dabei das Array ein. Wird es als Eingabeparameter eines Algorithmus verwendet, so werden
hiufig eckige leere Klammern hinter die Variable geschrieben, also z.B. v[] fiir das Array in
der obigen bindren Suche. Wir werden in diesem Skript auch oft die in der Webprogrammie-
rung gebrauchliche JSON-Notation verwenden, die beispielsweise in den Programmiersprachen
JavaScript und PHP enthalten ist und fiir die in fast allen Programmiersprachen Parser existie-
ren, siehe http://www.json.org/. In JSON wird ein Array durch eine von eckigen Klammern
umschlossene Liste von Werten beschreibt, also z.B.

a=1[2, 3,5, 7, 11, 13];

fiir ein Array aus Integer-Werten. Ebenso werden wir hier die Konvention der ,,C-artigen*
Programmiersprachen iibernehmen, dass ein Array mit dem Index O beginnt. Andere abstrakte
Datenstrukturen werden in der Regel in den Kommentaren des Algorithmus niher beschrieben.

Objektorientierung in Pseudocode. Die Objektorientierung ist eine bestimmte Sicht auf
die Organisation von Daten und Algorithmen. Im Wesentlichen werden die zu speichernden
Daten in gleich strukturierte Einheiten eingeteilt, die so genannten Objekte. Die zu speichernden
Daten heiflen die Attribute des Objekts. Algorithmen oder Funktionen, die auf die Daten des
Objektes zugreifen, heilen Methoden oder Objektmethoden. Insgesamt ist ein Objekt also eine
strukturierte Gruppierung von Attributen und Methoden (,,Daten und Algorithmen®), die auf sie
zugreifen. Diese Gruppierung wird als Klasse bezeichnet und konnen durch Klassendiagramme
dargestellt werden:

Klasse
attribute

methoden(...)
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Eine Klasse ist mit anderen Worten also ein abstrakter Datentyp, der zusammengehorige Daten
beinhaltet sowie Algorithmen, die diese Daten verarbeiten. Ein Objekt wird auch Instanz seiner
Klasse genannt. Auf Attribute wird in der Regel nicht direkt zugegriffen, nur auf die Methoden.
Dies geschieht in Pseudocode mit der gebrduchlichen Punktnotation: Ist obj ein Objekt und
f(x) eine Methode mit dem Argument x, so wird sie mit

obj.f(x)

aufgerufen. Innerhalb einer Methode wird das Objekt this genannt?

5.1.2 Programmablaufpline

Ein Programmablaufplan (PAP), oder auch Flussdiagramm (im Englischen Flowchart), ist ei-
ne grafische Darstellung eines Algorithmus. Die verwendbaren Symbole sind nach ISO 5807
genormt und reprisentieren In- und Outputs, Zuweisungen, bedingte Verzweigungen und Sub-
routinen. Gédngige Symbole eines Programmablaufplans sind in Tabelle [5.3] aufgelistet. Weitere

Symbol Bezeichnung Symbol Bezeichnung
Ablaufpfeil (Flow Line)

Kontrollpunkt Verzweigung, Entscheidung

Ein- und Ausgabe
Sub-

Process Operation routine Unterprogramm

| L

W Parallelisierung l

Tabelle 5.3: Giingige Symbole eines Programmablaufplans.

Synchronisation

Details siehe unter [[PAP]

Programmablaufplidne sind intuitiv und leicht zu verstehen, man verfolgt einfach den Ablauf-
pfeil von seinem Startpunkt aus, meist eine Eingabe, bis zu seinem Endpunkt. Der Ablaufpfeil
lauft in der Regel von oben nach unten. Anweisungen werden als einzelne Blocke dargestellt,
bedingte Verzweigungen mit einer Raute, in der die Bedingung meist als Frage formuliert steht.
Schleifen werden durch einen zum Schleifenbeginn zuriicklaufenden Ablaufpfeil reprisentiert,
Unterprogramme oder Subroutinen durch einen seitlich doppelt berandeten Block. Ebenso kann
in einem Programmablaufplan Nebenlidufigkeit dargestellt werden, z.B. wenn ein Prozess meh-
rere nebenldufige Prozesse initiieren kann (,,Parallelisierung®) oder sie zusammenfiihrt (,,Syn-
chronisation®).

Als ein erstes Beispiel eines Programmablaufplans ist in Abbildung die bindre Suche
dargestellt. Man erkennt direkt auf den ersten Blick die duflere Schleife, in der sich zwei bedingte
Verzweigungen befinden. Die Stirke von Programmablaufpldnen generell ist die visuelle und
intuitive Darstellung des Ablaufs eines Algorithmus. Ein Nachteil dieser Beschreibungsform ist,
dass sie fiir etwas kompliziertere Abldufe sehr schnell uniibersichtlich werden kann.

2Sowohl die Punktnotation als auch die Referenz this gelten nicht fiir jede Programiersprache: In PHP bei-
spielsweise wird statt der Punkt- die Zeigernotation verwendet, obj->f(x); this heiflit in Python self, in Visual
Basic Me.
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(char s, char[] v)

|

‘ 1+0, r<|v|—1 ‘

no -

l+r

no

Abbildung 5.1: Programmablaufplan der bindren Suche.

5.2 Erstes Beispiel: Der Euklid’sche Algorithmus

Einer der beriihmtesten und mit mindestens 2300 Jahren dltesten Algorithmen ist ein Rechen-
verfahren, das nach dem griechischen Mathematiker Euklid (350-300 v.u.Z.) benannt ist, der
Euklid’sche Algorithmus. Wahrscheinlich hat Euklid ihn zwar nicht erfunden, aber er ist der ers-
te, von dem wir wissen, dass er ihn aufgeschrieben hat. Das Verfahren dient dazu, den grof3ten
gemeinsamen Teiler zweier natiirlicher Zahlen zu finden. Er ist im Folgenden als Pseudocode
und als Programmablaufplan dargestellt.

Algorithmus 5.2: Der Euklid’sche Algorithmus

algorithm euklid(m,n) { W
input: zwei natirliche Zahlen m und n

1

2

3 output: der ggT (m,n)

4 -—
5 while (n > 0) { no

6 m e n;

7 n <« n mod m; yes

=

9 return m; —

10 }

n<nmod m }7

Um sich die Funktionsweise eines Algorithmus zu verdeutlichen, sollte man als erste Malnahme
eine Wertetabelle fiir geeignete konkrete Eingabewerte erstellen. In einer solchen Wertetabel-
le repréasentieren die Spalten die wesentlichen beteiligten Variablen und Bedingungen, deren
zeitliche Veridnderungen von oben nach unten dargestellt wird. Werte werden dabei erst zu dem
Zeitpunkt in eine Spalte eingetragen, zu dem sie sich verdndern. Fiir Algorithmus[5.2]zum Bei-
spiel sidhe die Wertetabelle fiir die Eingabe (m,n) = (6,4) wie in Tabelle aufgelistet aus.
Zur besseren Ubersicht wurde jeder Schleifendurchlauf mit horizontalen Linien abgegrenzt.
OK, wir haben nun eine intuitive Vorstellung davon, was ein Algorithmus ist, und wir haben
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’Zeile \ n>0?7 m

S

’Zeile\n>0? m n

2 6 4 2 48 60
5 yes 5 yes
6 4 6 6 60 48
7 2 7 48
5 yes 5 yes
6 2 4 6 48 60
7 0 7 12
5 no 5 yes
9 6 12 48
7 0
5 no
9

Tabelle 5.4: Wertetabelle von Algorithmus|5.2|fiir die Eingaben (m, n) = (6,4) und (48, 60).

mit der bindren Suche und dem Euklid’schen Algorithmus zwei Beispiele kennengelernt. Aber
was genau ist ein Algorithmus eigentlich?

5.3 Definition eines Algorithmus

Ahnlich wie jede Datenstruktur am Ende immer aus primitiven Datentypen bestehen und sich
in verschiedenen Komplexitdtsgraden aus ihnen bilden, so setzen sich Algorithmen aus grund-
legenden ,,Atomen‘ zusammen, den Elementaroperationen. Wir definieren sie als genau die in
Tabelle |5.2im Zusammenhang mit Pseudocode aufgefiihrten Operationen. Dazu zdhlen wir der
Einfachheit halber auch die drei Anweisungen «—, <>, input und output bzw. return.

Mit Hilfe der vier aus den Grundlagen der Programmierung bekannten Kontrollstrukturen

* Sequenz (Aneinanderreihung von elementaren Operationen)

bedingte Verzweigung (if)

Schleifen (while, speziell auch die Ziahlschleifen for bzw. loop)
 Subroutinenaufrufe (Unterprogramme, speziell Rekursionen)
lasst sich so per Definition jeder Algorthmus darstellen. Formal also:

Definition 5.1 Ein Algorithmus ist eine endliche Abfolge elementarer Operationen, die aus-
schlieBlich mit Hilfe der obigen vier Kontrollstrukturen aus einer (moglicherweise leeren) Ein-
gabe in endlicher Zeit eine eindeutige Ausgabe erzeugt.

input output
(X1,X2,...) —>» |- =y

Die Ausgabe ist dabei die Antwort auf ein gegebenes ,,relevantes* Problem. O

Mit dieser Definition hat ein Algorithmus also folgende wichtige Eigenschaften:

1. (Terminierend) Ein Algorithmus terminiert nach endlich vielen Schritten. Der Euklid’sche
Algorithmus|[5.2]beispielsweise terminiert, da spétestens ab dem zweiten Schleifendurch-
lauf in Zeile 6 n das Maximum der beiden Werte m und n angenommen und in Zeile 7
es stets echt kleiner wird, so dass die Schleifenbedingung in Zeile 5 irgendwann sicher
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erreicht wird. Man kann sogar beweisen|[*] dass der Euklid’sche Algorithmus maximal
N Schritte benotigt, wobei N durch

N £ 2,08 In [max(m,n)] + 0,67 (5.1
beschrankt ist.

2. (Deterministisch) Jeder Schritt eines Algorithmus ist prizise festgelegt. Ein stochastischer
Algorithmus (z.B. eine echte Zufallsfunktion) ist nach unserer Definition nicht moglich.

5.4 Diskussion

Wir haben hier eine ,,konstruktive* Definition eines Algorithmus gegeben, d.h. wir haben per
Definition festgelegt, dass ein Algorithmus aus elementaren Operationen besteht, die mit den vier
Kontrollstrukturen Sequenz, verzweigte Bedingung (if), Schleifen (vor allem while, aber auch
for oder loop) und Subroutinenaufrufen zusammengesetzt werden konnen. Eine Art ,,Grenzfall*
ist die Ackermann-Funktion, die wir bereits im ersten Semester kennengelernt haberf’] Sie
ist eine verschachtelte Rekursion und gehort zur Klasse der u-rekursiven Funktionen. Diese
zdhlen zu den méchtigsten Algorithmen und sind nicht mehr durch eine Zihlschleife (,,Loop*)
programmierbar%}

Doch es bleibt die Frage: Gibt es theoretisch nicht vielleicht Algorithmen, die ganz anders
funktionieren? Konnte es nicht vielleicht andere Operationen oder Kontrollstrukturen geben,
die auf neuen Rechnerarchitekturen laufen konnen, die ganz neuartige — und vielleicht viel
michtigere — Algorithmen ermdoglichen? Fragen dieser Art behandelt die Berechenbarkeits-
theorie (computability theory). Mathematisch beweisen kann sie eine Antwort auf diese Fragen
allerdings nicht. Nach der von Alonzo Church und Alan Turing bereits 1936 formulierten
Church-Turing-These (auch Church’sche These genannt) ist aber jeder Algorithmus auf den
uns heute bekannten Computern (,,Turing—Maschinen‘ berechenbaﬂﬂ Diese These ist zwar
nur eine Vermutung, aber so gut wie alle Informatikerinnen und Informatiker nehmen sie als
wahr an. Die Church-Turing-These rechtfertigt am Ende den hier verwendeten Ansatz einer
,,konstruktivistischen* Definition eines Algorithmus.

Eine zunichst unscheinbare, aber theoretische wesentliche Eigenschaft unserer Definition
ist, dass Algorithmen WHILE-Schleifen beinhalten konnen oder, dquivalent dazu, verschachtelte
Rekursionen. Diese Klasse von Algorithmen ist médchtiger als die der LOOP-Algorithmen, also
der Algorithmen, die nur Zidhlschleifen umfassen. Programmiersprachen, die beliebige WHILE-
Schleifen implementieren konnen, heilen ,,Turing-vollstindig® oder ,,turingméchtig {1

Eine wichtige Klasse von Algorithmen ist in unserer Definition dagegen nicht enthalten, nim-
lich diejenige der probabilistischen Algorithmen. Fiir sie wird die Eigenschaft der Korrektheit
abgeschwicht, so dass ein Algorithmus nur mit einer Wahrscheinlichkeit = % eine korrekte Lo-
sung liefert. Ein prominentes Beispiel ist der ,,probabilistische Primzahltest* von Miller-Rabin,
der fiir eine eingegebene Zahl priift, ob sie prim ist; ergibt die Antwort ,,nein‘, so ist die Zahl

3Buchmann (2001); Theorem 1.8.6.

4Knuth (1998):§4.5.3, Corollary L (S. 360).

5de Vries und Weifj (2021):§3.

SHoffmann (2009):Korollar 6.1.

"Die universelle Turing-Maschine ist ein theoretisches Konzept, das der englische Mathematiker Alan Turing
1936 veroftentlichte (Turing (1936—-1937)) und nach dem prinzipiell alle heutigen Computer funktionieren. Ob-
wohl es an sich nur sequenzielle Algorithmen vorsieht, gilt es grundsitzlich auch fiir nebenldufige und parallele
Algorithmen und fiir Quantenalgorithmen (Harel und Feldman (2006):§10).

8Hoffmann (2009):§6.2.

9Sipser (2006):§3.3.

10Hoffmann (2009):8§6.2.
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sicher nicht prim, ergibt sie ,,ja“, so ist die Zahl nur mit der Wahrscheinlichkeit % prim. Probabi-
listische Algorithmen widersprechen allerdings auch nicht der Church-Turing’schen These, da
sie zur Klasse der nichtdeterministischen Turingmaschinen gehoren™][??][3]

I Arora und Barak (2009):§7.1.
2Harel und Feldman (2006):§11.
BSipser (2006):§10.2.
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6.1 Verschiedene Algorithmen fiir dasselbe Problem

Meist gibt es mehrere Algorithmen zur Losung eines gegeben Problems. Das Problem der
Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen muss zum Beispiel
nicht mit dem Euklid’schen Algorithmus gelost werden. Ein anderer bekannter Algorithmus
basiert auf der Primfaktorzerlegung einer natiirlichen Zahl. Ein Primfaktor einer natiirlichen
Zahl n ist eine Primzahl p, die n teilt, und die Primfaktorzerlegung von n ist die Darstellung von
n als Produkt ihrer Primfaktoren:

no= pi“-px? - prL (6.1)

Hierbei geben die Exponenten e; die Vielfachheiten der Primfaktoren p; an, d.h. die Anzahl, wie
oft der Primfaktor p; in n enthalten ist. Die Primfaktorzerlegung ist stets eindeutig, wenn man
die Primfaktoren der GroBe nach sortiert, d.h. p; < p> < ... < py gilt. Allgemein konnen wir
also fiir eine gegebene natlirliche Zahl n jedem seiner Primfaktoren p stets seine Vielfachheit e
zuordnen, also eine Map

Fn={p1 — €1, pp ™ €2, ..., Pk —>ek}, (6.2)

bilden, die man in Array-Notation auch
F.lpil = e1, Fulp2l =e2, ..., Fulpi]l = ex (6.3)

59
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schreiben kann. Zum Beispiel ist die Primfaktorzerlegung von 12 durch
12=2%.3, also Fhn={2—-2,3—>1} oder Fin[2] =2, Fip[3]=1 (6.4)

gegeben. Der gro3te gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen ergibt sich dann, indem wir die
Primfaktoren nehmen, die in beiden Zerlegungen vorkommen, und als zugehorigen Exponenten
den jeweils kleineren der beiden Exponenten. Als Beispiele betrachten wir die Bestimmung von
geT (6,4) und von ggT (48, 60):

6=2"3 48 =24 . 3!
4=2° 60 =2%-3".5!
ggT=2!" =2 ggT=22.31  =4.3=12
Formal sieht man:
Fe={2—>1,3—>1} Fuis={2—>43—>1}
Fp={2-2} Foo={2—2,3—>1,5—>1}
min : 1 0 min : 2 1 0

Man muss in dieser Notation also immer den kleineren der beiden Exponenten wihlen, also
der Zahlen hinter dem Pfeil. Algorithmus [6.1] stellt mit diesen Bezeichnungen den Ablauf der
Berechnung dar.

Algorithmus 6.1: ggT mit Primfaktorzerlegung

algorithm primfaktorzerlegung(m,n) {
F,, = primfaktoren(m); // Map p¢ der Primfaktoren von m, mit F,|[p|=e¢
F, = primfaktoren(n); // Map p¢ der Primfaktoren von n, mit F,[p|=¢
d—1;
foreach (p in F,, and p in F;) {
e « min (F,[pl, F.[pl);
d—d-p¢
}

return d;

}

Er verwendet die Subroutine primfaktoren, die die Primfaktoren p¢ der spezifizierten Zahl als
Map F = {p — e} zuriickgibt.

Algorithmus 6.2: Primfaktorzerlegung

algorithm primfaktoren(n) {
input: eine natilirliche Zahl
output: Map F = {p — e} der Primfaktoren p von n und ihrer Vielfachheiten e
p<—2;
while (p < +n) {
if (n mod p == 0) {
e —1;
n—|n/p];
while (n mod p == 0 and n > 1) {
e—e+1;
n«|n/pl;
}
F[p] < e; // add p® to F such that F[p]=e
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}

if (p == 2) {
p—p+1;

} else {
p<—p+2;

}

}
if (n>1) { // n itself is prime

F[n]l < 1; // add n' to F such that F[n] =1
}

return F;

}

Eine vollstindige Implementierung des Algorithmus ist im Anhang als Listing[A.T|auf Seite[I33)
aufgefiihrt.

Mit den Algorithmen [5.2]und[6.1]haben wir damit zwei verschiedene Algorithmen, die das-
selbe Problem 16sen. Das ist auch an sich nichts Ungewohnliches, es gibt fast immer mehrere
Losungswege fiir ein gegebenes Problem. Doch welcher davon ist nun der beste? Nach welchen
Kriterien wollen wir Algorithmen vergleichen? Gibt es liberhaupt quantifizierbare Mal3e — also
Kennzahlen, wie die Wirtschaftswissenschaftler sagen — fiir die Qualitét eines Algorithmus? Mit
diesen Fragen beschiftigt sich die Algorithmenanalyse (algorithmic analysis), siche Tabelle[6.1]
Wihrend die Berechenbarkeitstheorie sich mit der grundsétzlichen Frage beschiftigt, welche

Gebiet Thema Fragestellung
Berechenbarkeitstheorie | Terminierung Welche Probleme konnen iiberhaupt mit ter-
minierenden Algorithmen gelost werden?
Beweistheorie Korrektheit (Ef- | Liefert ein gegebener Algorithmus stets das
fektivitit) korrekte Ergebnis?
Komplexititstheorie Ressourcenbedarf | Wieviel Laufzeit und Speicherplatz bendtigt
(Effizienz) ein gegebener Algorithmus? Welche Proble-
me sind effizient 16sbar (P) und welche nicht
(NP oder gar NP-hard)?

Tabelle 6.1: Teilgebiete der Algorithmenanalyse (Harel und Feldman, 2006:§§5, 6, 8; Hoff-
mann, 2009:§§3.2.3, 6, 7; Sipser, [2006:S. 2f)

Probleme iiberhaupt mit Algorithmen geldst werden konnen, behandelt die Beweistheorie unter
Anderem die Frage, ob ein gegebener Algorithmus wirklich korrekt funktioniert, also ,.effektiv*
ist. Wihrend in der Vergangenheit die Korrektheit eines Algorithmus individuell mathematisch
bewiesen wurde, wird in der Beweistheorie dariiber hinaus untersucht, inwieweit mathematische
Beweise allgemein durch Computer ausgefiihrt werden konnen, also insbesondere Korrektheits-
beweise von Algorithmen. Die Komplexititstheorie schlieBlich widmet sich der Frage nach
dem Ressourcenbedarf eines Algorithmus, und die einzigen Ressourcen eines Algorithmus sind
Laufzeit und Speicherplatz.

6.2 Komplexitat als MaB der Effizienz

Die Komplexititstheorie ist ein Teilgebiet der Theoretischen Informatik, das die Analyse des
Ressourcenbedarfs eines Algorithmus in Abhédngigkeit von seiner Eingabe behandelt. Zentral
ist dabei der Begriff der Komplexitit eines Algorithmus. Die Komplexitit klassifiziert die
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Ressourcenbedarfe eines gegebenen Algorithmus nach Ordnungsklassen, die Zeitkomplexitat
seine Laufzeit 7' (n) und die Speicherplatzkomplexitit seinen Speicherbedarf S(n), beide jeweils
als mathematische Funktion eines die Eingabegrofle beschreibenden Parameters n. Der Spei-
cherplatzbedarf umfasst hierbei nicht den Speicherplatz, den die Eingabe(n) und die Ausgabe
benotigen, sondern denjenigen, der fiir den eigentlichen Ablauf, also temporir, gebraucht wird.
Grundsitzlich konnen bei mehreren Eingabeparametern fiir den Algorithmus auch mehrere
Parameter die Eingabegroflie bestimmen, d.h. die Laufzeit 7 kann eine Funktion T'(ny, n, ...)
mehrerer Variablen sein, ebenso wie der Speicherplatzbedarf S eine Funktion S(ny, ny, ...) sein
kann. Allerdings interessiert bei der Komplexitidtsanalyse meist nur der ungiinstigste Fall, der
worst case. Die erste Schwierigkeit bei einer solchen Analyse ist es also, den oder die richtigen
Parameter zu identifizieren.

6.2.1 Erste Schritte einer Komplexititsanalyse

Um die Laufzeit und den Speicherbedarf eines gegebenen Algorithmus abschétzen zu konnen,
geht man im Allgemeinen in drei Hauptschritten vor'}

1. Ein Eingabemodell entwickeln, also eine sorgfiltige Beschreibung der moglichen Einga-
ben und die fiir die Problemgroe wichtigen Parameter identifizieren.

2. Dieinneren Wiederholungen des Algorithmus identifizieren, also Schleifen oder Rekursio-
nen. Sie sind die wesentlichen Kontrollstrukturen, die die Laufzeit und den Speicherbedarf
in Abhingigkeit von der Problemgrofe beeinflussen.

3. Ein Kostenmodell definieren, das die Operationen der inneren Wiederholungen beriick-
sichtigt. Ublicherweise ist es fiir die Laufzeit die Anzahl der elementaren Operationen,
aber es kann in geeigneten Fillen auch eine Auswahl typischer Operationen sein. Das
Kostenmodell fiir den Speicherplatzbedarf ist in der Regel die Anzahl der erforderlichen
lokalen Variablen.

4. Eine Funktion T oder § als Kostenfunktion in Abhéngigkeit der Parameter des Eingabe-
modells ermitteln oder mathematisch herleiten.

Beispiel 6.1 (Komplexitdten der bindren Suche) Betrachten wir zunichst die bindre Suche (Al-
gorithmus|[5.T]auf Seite[52). Der Algrothmus hat zwei Eingabeparameter, d.h. die Laufzeit 7 und
der Speicherbedarf S hiangt im Allgemeinen von dem gesuchten Wort s und dem Verzeichnis v
ab,

T=T(s,v), S =8(s,v).

Betrachten wir als Beispiel das Buchstabenverzeichnis (2.1 auf Seite [24] Fiir den gesuchten
Buchstaben ,,H* wire der Algorithmus bereits mit einem einzigen Schleifendurchlauf fertig, fiir
ein ,,Z* dagegen erst nach vier Iterationen. (Warum?) Fiir die exakte Laufzeit benotigen wir
also in der Tat die genauen Werte fiir s und v. Fiir die Abschitzung des ungiinstigsten Falles
allerdings spielt nur ein einziger Parameter eine Rolle, und zwar nach Satz 2.1 die GroBe des
Verzeichnisses, d.h. die Anzahl n der Eintrage! Unser Eingabemodell umfasst also lediglich die
GroBe des Verzeichnisses. Dasselbe konnen wir von dem erforderlichen Speicherplatz erwarten.
Wir halten also fest:

Tos = Tos(n), Sbs = Sbs(n) mitn = |v]. (6.5)

1Sedgewick und Wayne (2014):§1.4.3.
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Die innere Wiederholung der bindren Suche besteht aus der while-Schleife. Verwenden wir
als Kostenmodell die Anzahl der Vergleiche, so liefert uns Satz [2.T] eine Abschitzung fiir die
ungiinstigste Laufzeit,

Tiys(n) £ 2-[1+log,n], (6.6)

Die Konstante 2 wiirde sich bei einem anderen Kostenmodell dndern, die Anzahl der elementaren
Operationen zum Beispiel ergidbe 8 (ndmlich 2 oder 3 Vergleiche, 3 arithmetische Operationen, 1
oder 2 Zuweisungen). Was konnen wir iiber den Speicherbedarf aussagen? Der einzige zusétzlich
zur Eingabe notwendige Speicherplatz von Algorithmus[5.1]sind die drei lokalen Indexvariablen
[, r und m. Da diese Zahl immer gleich ist, egal ob das Verzeichnis drei Eintrdage hat oder eine
Million, folgt

Sps(n) = const. (6.7)

Fiir eine Implementierung in Java z.B. betrigt diese Konstante 12 Byte, d.h. Sps(n) = 12 Byte.
Fiir die lineare Suche in einem unsortierten Verzeichnis iiberlegt man sich schnell:

Tis(n) £ const - n, Sis(n) = const. (6.8)

Auch hier konnen wir keine genaueren Angaben iiber die Konstanten machen, ohne die genaue
Implementierung und die verwendete Hardware zu kennen. m|

Diese kurze Diskussion der Suchalgorithmen in indizierten Vezeichnissen zeigt die Moglich-
keiten, aber auch die grundsétzlichen Schwierigkeiten, auf die wir stoen, wenn wir Laufzeiten
und Speicherbedarf abschitzen wollen. Da wir am Ende Algorithmen, nicht aber konkrete
Implementierungen oder verwendete Hardware bewerten wollen, brauchen wir eine andere ma-
thematische Formulierung fiir die dazu ,,wesentlichen* Aspekte. Was sind diese und wie kann
man sie mathematisch bestimmen?

Zur ersten Frage: Wesentliche Aspekte bei der Laufzeit- und Speicherplatzbetrachtung ist
das qualitative Wachstumsverhalten der Funktionen 7'(n) und S(n) fiir sehr groe Eingaben,
also sehr gro3e Werte fiir n:

n>1

Die Frage nach der angemessenen mathematischen Forulierung wird beantwortet durch die
,asymptotische Notation* von Funktionen.

6.3 Asymptotische Notation und Komplexitatsklassen

Um die Laufzeit und den Speicherbedarf eines Algorithmus in Abhéngigkeit von seiner Ein-
gabe zu bestimmen, miissten wir seine genaue Implementierung kennen, also seine Umsetzung
in Maschinensprache und die Hardware, auf der er ablduft. Hierbei spielen zum Beispiel die
Frequenz der CPU, die Programmiersprache und die genaue Realisierung der verwendeten Da-
tenstrukturen. Wenn wir das alles beriicksichtigen wollten, wire eine Komplexitétsbetrachtung
sehr mithsam und langwierig. Viel schlimmer aber wire, dass wir unsere urspriingliche Absicht,
den eigentlichen Algorithmus zu betrachten und nicht konkrete Implementierungen, aus den
Augen verloren hitten.

Was an der Effizienz eines Algorithmus eigentlich wichtig ist, ist das Wachstumsverhalten
von der Laufzeit und dem Speicherbedarf bei sehr gro3en Eingaben. Uns interessiert gar nicht
die genaue Laufzeit und der genau benétigte Speicherplatz, sondern lediglich eine vergroberte
Sicht. Ahnlich wie wir zur Erkennung des Grenzverlaufs eines Landes eher eine Karte mit einem
kleinen Malistab bevorzugen, so brauchen wir zur Komplexititsbetrachtung einen ,,herausge-
zoomten Blick* oder eine ,,unscharfe Brille®, die uns die ganzen Details verwischt, aber die
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wesentlichen Konturen erkennbar lésst. Dieses ,,Herauszoomen‘ ermoglicht uns ein raffinierter
mathematischer Apparat, die ,,asymptotische Notation* mit Hilfe der Landau-Symbole.

Wir werden uns im Folgenden zunichst mit Funktionen 7 und S beschiftigen, die als
Definitionsbereich die natiirlichen Zahlen und als Wertebereich die positiven reellen Zahlen
besitzen:

T:N—>R*
mit
R* = {x € R| x > 0} = (0, o). (6.9)
Zum Beispiel:
T(n)=2n*+n+1, oder T(n) =nlnn.

6.3.1 Die Komplexititsklasse O(g(n))

Die Komplexitdtsklasse O(g(n)) einer Funktion g : N — R* ist definiert als die Menge aller
Funktionen f(n), die asymptotisch hochstens so schnell wachsen wie g(n), d.h. fiir die zwei
Konstanten ¢ € R* und ng € N existieren, so dass

f(n) £cg(n) firallen = ng (6.10)
gilt. Wir schreiben in diesem Fall
f(n) €0(gn)|  oder [f(n)=0(g(n).| (6.11)

Mit anderen Worten: Eine Funktion f(n) féllt in die Komplexitétsklasse O(g(n)), wenn f(n)
kleiner als ein konstantes Vielfaches von g(n) ist, sobald n grol genug ist. Der Buchstabe

cglm
S

8
S
¢ 80

Jm
cgl)

n n n

i i n
(@) fl) = O(gm) (b) fm)=Q(gw) (c) fy=0(gn)

Abbildung 6.1: Die Landau-Symbole O, Q, und ©. (a) O(g(n)) enthilt alle Funktionen f(n), die asymptotisch

hochtstens so schnell wachsen wie g(n). (b) Q(g(n)) enthilt alle Funktionen f(n), die asymptotisch mindestens so

langsam wachsen wie g(n). (c) ©(g(n)) enthilt alle Funktionen f(n), die asymptotisch genauso schnell wachsen
wie g(n).

O heifit in diesem Zusammenhang Landau-Symbol oder ,,GroB8-O* (,,big-O*). Abbildung [6.1]
(a) skizziert das O-Symbol. Die O-Notation wird meist dazu verwendet, eine asymptotische
Obergrenze g(n) fiir eine gegebene Funktion f(n) anzugeben, die einfacher ist als f(n) selber.

Beispiele 6.2 (i) Mit g(n) = n® und f(n) = 2n> + n + 1 gilt
2n® +n+1=0(@?).

Beweis: Es gilt 2n> + n+ 1 < 4n® fiiralle all n > 1. (D.h. ¢ = 4 und ng = 1 in (6.10); wir hiitten
aber auch z.B. ¢ = 3 und ng = 2 wihlen konnen).
(i1) Allgemeiner gilt fiir jedes quadratische Polynom

an* +an +ag = 0(n?). (6.12)
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Um dies zu zeigen, definieren wir ¢ = |az| + |a1| + |ag| und ng = 1; dann ist

2

a2n2 +an+ag £cn fiir alle n = nyo,

da jeder Summand kleiner als cn? ist.
(ii1) (Die b-adische Entwicklung) Sei b eine ganze Zahl b > 1. Dann ist jede Zahl n € Ny
eindeutig durch eine endliche Summe

m
n=Za,~bi mita; € {0,1,...,b—1} (6.13)
i=0
darstellbar. Der grofite Index m hiangt von n ab, m = [, (n), und heilt die Ldnge der b-adischen

Entwicklung. Diese wichtige Resultat wird z.B. in| bewiesen und impliziert, dass jede Zahl ein-
deutig zur Basis b dargestellt werden kann, indem man jeden Koeffizienten durch ein einstelliges

Zahlsymbol reprisentiert und sie absteigend hintereinander schreibt: (a,a,-; ... ajap)y. Einige
Beispiele:

b=2: 26=1-2"+1-2°+0-22+1-2'+0-2°= 11010,

b=3: 26=2-3+2.3"4+2.30=222,

b=4: 26=1-4>+2-4"4+2.4°=122,

b=5: 26=1-5+0-5"+1-5°=101;s

b=16: 26=1-16"+10-16" =144

Fiir die Léange der b-adischen Entwicklung einer Zahl n, also die Anzahl der fiir sie notwendigen

Zahlsymbole, gilt

Inn
Ip(n) = log,n]+1=log,n+1= E+ 1.
In

Firn = 3 giltInn > 1 und daher ﬁ +1< {E—Z +Inn = (ﬁ + 1) Inn, d.h.

1
Ip(n) < clnn fiur alle n = ng = 3, mitc:n+1. (6.14)
n
Damit folgt
lp(n) = O(Inn), (6.15)
gleichgiiltig welchen Wert b hat. Damit ist die Anzahl der bendtigten Stellen einer Zahl n in
jedem Zahlsystem von der Komplexititsklasse O (Inn). m]

6.3.2 Die Komplexitatsklasse Q(g(n))

Wihrend die O-Notation also eine obere asymptotische Schranke liefert, ist (g(n)) — sprich:
,,(GroB3-) Omega“ — die Menge aller Funktionen, fiir die g (n) eine untere asymptotische Schranke
bildet: Fiir zwei Funktionen f, g : N — R* fillt f(n) in die Komplexititsklasse (g(n)), wenn
zwei Konstanten ¢ € R* und ng € N existieren, so dass

f(n) =2 cg(n) fiir alle n = nyg (6.16)
gilt. Wir schreiben in diesem Fall
f() =Q(g(n)|  oder | f(n) € Qg(n))] (6.17)
Jede Funktion f(n) in Q(g(n)) wichst also asymptotisch mindestens so schnell wie g(n), siche
Abbildung[6.1] (b).
Beispiel 6.3 Es gilt 3n° —n+1 = Q(n%), denn 4n° —n+1 > in* firallen 2 1. (D.h. ¢ =

und ngp = 1 in (6.16)).

2Forster| (2008); Padberg (1996).

1
3
O
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6.3.3 Die Komplexititsklasse ©(g(n))

Wenn fiir eine Funktion f(n) sowohl f(n) € O(g(n)) als auch f(n) € Q(g(n)) gilt, so wichst
sie asymptotisch genauso schnell wie g(n)) und fallt in die Komplexititsklasse ®(g(n)) — sprich:
,,(Grof3-) Theta* —, und wir schreiben dann

f()=0(g(n)| oder |f(n)€O(gm)| oder [f(n)~gn)|  (6.18)

Mit anderen Worten gehort f(n) zur Klasse ®(g(n)), wenn zwei positive Konstanten ¢; and
¢, existieren, so dass sie fiir hinreichend grole Werte von n zwischen c¢ig(n) und crg(n)
~eingeschniirt* werden kann, sieche Abbildung|[6.1](c).

Beispiel 6.4 (i) Da sowohl 2n%> + n + 1 = O(n?) als auch 2n”> + n + 1 = Q(n?), gilt auch
2n% +n+1=0(n?).

(ii) Sei b eine natiirliche Zahl mit » > 1 undsei/,(n) = |log, n|+1 die Lénge der b-adischen
Entwicklung einer natiirlichen Zahl n. Dann gilt

1
(c=1)Inn £ lp(n) <clnn fﬁrng3undmitc:ﬁ+l,
n

analog zur Ungleichung (6.14) in Beispiel [6.2] (iii). Damit gilt
lp(n) = O(Inn). (6.19)

Die Anzahl der Stellen einer Zahl ist also in jedem Zahlsystem logarithmisch von der Komple-
xitdtsklasse ®(logn), wobei die Basis des Logarithmus gleichgiiltig ist. O

Die Komplexititsklassen von Polynomen sind besonders einfach zu bestimmen. Ein Polynom
fx(n) vom Grad k, fiir ein k € Ny, ist die Summe

k
— i _ 2 3 k
fr(n) = an' =ag+an+an”+azn’ +...+ain",
i=0

mit den konstanten Koeffizienten a; € R. Dann konnen wir das folgende Theorem formulieren.

Theorem 6.5 Ein Polynom vom Grad k mit ay, > 0 fillt in die Komplexititsklasse ©(n*), d.h.
fi(n) = ©(n*). (6.20)
Beweis. Siehef’] Q.E.D.
Beispiel 6.6 Mit diesem Theorem fillt das Polynom 212 +n+1 in die Komplexititsklasse @ (n?).
Es ist jedoch nicht in den folgenden Komplexititsklassen enthalten:
2 +n+1#0(n), 20 +n+1#Q0nd), 20 +n+1# 00,
aber 2n’ +n+1=0(n>). O

Diese und einige andere niitzliche asymptotische Abschitzungen sind in Tabelle [6.2] aufge-
fiihrt.

3Hoffmann (2009):Satz 7.2.
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Beschreibung Approximation

n
1 1 1
Harmonische Reihe Z —=1l+=-+=-+...+—=0(logn)
i n
i=1

Stirling’sche Formel

=
Il
©
—_—
5
—_—
QS
N —
~—
N
S
~
S
S
N—

Dreieckszahlen Zi = 142+3+...+n=——2=0"?
i=1 2
Binomialkoeffizienten (Z) = O(n*), wenn k eine Konstante ist
k .
Polynome ain' = agn* +arn* '+ .. +ain+ag=0nb
i=0
n ) n+l _ 1
Geometrische Reihe Z q' = E =0(q")
i=1 q-1

Geometrische Reihe (¢ = 2) Z 2k =l _1=0(2")
k=1

Tabelle 6.2: Niitzliche asymptotische Approximationen, sieche Graham etal. (1994:S. 452)

6.4 Zeitkomplexitit

Die Laufzeit T(n) eines Algorithmus in Abhdngigkeit von einer Eingabe der Grofe n ist die
Anzahl der ausgefiihrten elementaren Operationen (,,Rechenschritte). Dieses Vorgehen ist iib-
lich in der Informatik, denn diese Zahl ist hiangt lediglich vom Algorithmus ab, nicht aber von
der zugrundeliegenden Rechenmaschine. Die physikalische Laufzeit ergibt sich aus 7'(n) nihe-
rungsweise, indem wir die durchschnittliche Dauer Tj einer elementaren Operation verwenden
und mit 7'(n) multiplizieren.

Die algorithmische Analyse der Laufzeit T wird tiblicherweise auf zwei Arten durchgefiihrt:

1. Eine Worst-case Analyse bestimmt die Laufzeit fiir Eingaben im ungiinstigsten Fall, also
eine obere asymptotische Schranke O(g(n)). Mit ihr hat man die Garantie, dass der
Algorithmus fiir keine Eingabe ldnger laufen wird.

2. Eine Average-case Analyse bestimmt die Laufzeit einer typischen Eingabe, d.h. die statis-
tisch zu erwartende Laufzeit.

In der Informatik werden Laufzeitfunktionen iiblicherweise in vier Komplexitétsklassen klas-
sifiziert, in logarithmische, polynomielle und exponentielle Laufzeiten, sieche Abbildung
Beispiele dazu sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.

Komplexitiatsklasse Bezeichnung Laufzeit 7(n)

o(1) konstant konstante Funktionen ¢, mit ¢ € R*
0(10gk n) logarithmisch Inn, log, n, log,, n, In%n, ...
O(nk) polynomiell n,nn3, ...

O (k™) exponentiell 2", e", 3", 10", ...

Hierbei ist kK € R* eine beliebige positive Konstante.

Definition 6.7 Ein Algorithmus hei3t effizient, wenn seine Laufzeit logarithmisch oder polyno-
miell ist, d.h. T(n) = O(n*) fiir eine positive Konstante k. O

Die Laufzeitanalyse eines Algorithmus kann eine ernsthaftes Problem darstellen, auch wenn
der Algorithmus einfach ist. Die mathematischen Werkzeuge dafiir erfordern Kenntnisse und
Fertigkeiten der Kombinatorik, Algebra und der Wahrscheinlichkeitstheorie.
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T(n)

(o)

polynomiell L7

-7 logarithmisch

logn

n

Abbildung 6.2: Qualitatives Verhalten typischer Funktionen der drei Komplexititsklassen O(logn), O (n*),
O(k™), mit k € R*.

6.4.1 Laufzeiten der Kontrollstrukturen in asymptotischer Notation

Um die Laufzeit eines Algorithmus zu bestimmen oder abzuschitzen, miissen wir die Laufzeiten
der einzelnen Bausteine eines Algorithmus kennen. Die Laufzeit einer einzelnen elementaren
Operation ist unabhingig von der GroBe der Eingabe, d.h. fiir sie gilt 7;,(n) = ©(1). Gleiches
gilt daher fiir die Laufzeit einer Sequenz von Operationen bzw. fiir ganze Anweisungsblocke,
deren Anzahl an elementaren Operationen unabhiingig von der Eingabe ist, Teq(n) = ©(1). Die
einzigen Kontrollstrukturen also, die die Laufzeitklasse echt verdndern konnen, sind Wiederho-
lungsstrukturen, deren Wiederholungsanzahl von der Eingabegrof3e beeinflusst wird:

Zihlschleifen (Loop, for, foreach)
Die Laufzeit einer for-Schleife
for (i: 1 ton) { ... }

mit einem Block aus von der Eingabegrof3e n unabhingigen Anweisungen ist linear, d.h.
Tior(n) = ©(n)

Entsprechend hat eine k-fach verschachtelte for-Schleife

for (i1: 1 to n) {
for (i: 1 to n) {

for (ix: 1 ton) { ...}

}

mit ansonsten von der Eingabegrof3e n unabhingigen Anweisungen (,,. . .*) eine polynomielle
Laufzeit von
T(n) = O(n*). (6.21)

Betrachten wir als Beispiel die doppelt verschachtelte Schleife zur Addition zweier (n X n)-
Matrizen A und B:

algorithm summe(A, B) {
input: zwei Matrizen A und B mit gleicher Zeilen- und Spaltenzahl
output: die Matrix C=A+B
for (i: 1 to n) {
for (j: 1 to n) {
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Cij < aij + bij;
}
}
return C;

}

Der Algorithmus hat eine quadratische Laufzeit, Tyumme (1) = ©(n?).
Allgemeiner gilt fiir verschachtelte for-Schleifen mit unterschiedlich vielen Iterationen, also

for (ij: 1 to ny) {
for (ir: 1 to ny) {

for (ix: 1 ton) { ...}

}

mit ansonsten von den Eingabegrofen (ni,...,n;) unabhidngigen Anweisungen (,,...") eine
polynomielle Laufzeit von

T(l’ll,...,l’lk) :®(n1 tee. -l’lk) (6.22)

while-Schleifen

Die Laufzeitklasse einer while-Schleife ist im Allgemeinen nicht exakt zu bestimmen wie bei
einer Zahlschleife, da sie nach Konstruktion nicht nach einer zum Start bereits bekannten Anzahl
von Iterationen beendet sein muss. Sie liefert daher oft nur eine Komplexititsklasse

Twhite(n) = O(f(n)),

keine ®-Klasse. Betrachten wir beispielsweise den folgenden Algorithmus zur Berechnung des
groften Primteilers einer Zahl:

algorithm gPT(n) {
input: eine natiirliche Zahl n
output: der groRte Primteiler von n
t—1;
while (r <n) {
te—t+1;
if (nmod t == 0) { n<n/t; }
}
return t;

}

Die Anzahl der Iterationen héngt hier nicht von der GroB3e der Zahl ab, sondern von Anzahl und
GroBe ihrer Teiler. Die folgende Wertetabelle zeigt die Ergebnisse und die jeweilige Iterationszahl
fiir verschiedene Zahlen an:

n ‘1234567891011121314151617181920
gPT(n) (1232537435 11 3 137 5 417 3 19 5
Iterationen (0 1 2 142632 4 10 2 12 6 4 3 16 2 18 4
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Die Anzahl Iterationen fiir eine Primzahl »n ist stets n — 1, fiir eine Zahl mit vielen kleinen
Primteilern dagegen ist sie klein (fiir n = 12 oder 18 beispielsweise nur 2). Die bestmogliche
Aussage, die wir also machen konnen, lautet

Tgpr(n) = O(n),

also nur eine Abschitzung nach oben.
Fiir k verschachtelte while-Schleifen mit jeweils maximal n Iterationen im worst case
erhalten wir entsprechend eine Laufzeitkomplexitét von

Ti—white(n) = O(n¥).

6.4.2 Subroutinenaufrufe und Rekursionen

Fiir einen Subroutinenaufruf muss natiirlich die Laufzeit der Subroutine zur Laufzeit des sons-
tigen Algorithmus hinzuaddiert werden. Speziell fiir eine Rekursion ergibt sich dabei allerdings
das Problem, dass die Laufzeit der Subroutine ja die eigene, also gerade zu berechnende Laufzeit
ist. Aber bei einer stets terminierenden Rekursion beifit sich Katze eben nicht in den Schwanz,
sondern man kann die sich dem Basisfall ndhernde Eingabegrof3e ausnutzen. Wie das mathema-
tisch behandelt werden kann, sehen wir im nichsten Kapitel.

6.5 Anwendungsbeispiele

Beispiel 6.8 (Die bindre Suche) Mit Theorem auf Seite [24] wissen wir, dass die bindre
Suche in einem sortierten indizierten Verzeichnis mit n Eintrdgen maximal N,y = 2| 1 +log, 1]
Vergleiche bendtigt, also eine Laufzeitkomplexitit

Tvs (n) = O (log n) (6.23)

besitzt. Wir konnen keine genauere Abschidtzung machen, denn eine erfolglose Suche erfordert
Nmax Vergleiche, eine erfolgreiche Suche kann aber auch schon nach dem ersten Vergleich
beendet sein, d.h. es gilt als beste asymptotische Abschitzung nach unten

Tps(n) = Q(1).

Fiir die Laufzeit der bindren Suche konnen wir also insbesondere keine ®-Klasse angeben. Insge-
samt hat der Algorithmus also eine logarithmische Laufzeit im ungiinstigsten Fall und ist daher
effizient in Abhéngigkeit zur Grof3e seiner Eingabe, der GroBe n des sortierten Verzeichnisses.
]

Beispiel 6.9 (Operationen auf Datenstrukturen) Betrachten wir die Zeitkomplexitéiten der Ope-
rationen contains, add, and remove fiir einige Datenstrukturen mit z Eintrdgen. Um zum Beispiel
einen spezifischen Eintrag in einer verketteten Liste zu finden, miissen wir am Anfang der Liste
starten und laufen im ungiinstigsten Fall durch die gesamte Liste — entweder erfolgreich beim
letzten Eintrag oder fiir eine erfolglose Suche — und bendtigen n Vergleiche. Im giinstigsten Fall
ist der gesuchte Eintrag am Beginn der Liste und wir sind beim ersten Vergleich fertig:
linked li linked li
Tcghtginsm(n) = O(H)’ Tcgllltginsm(n) = Q(l)'

Hat man einen Eintrag in der Liste gefunden, so benétigt das Loschen des Eintrags eine beziiglich
der ListengroBe n konstante Laufzeit, nimlich das Umbiegen von zwei Zeigern (oder in einer
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Datenstruktur | contains add remove
Verkettete Liste O(n) o(l) 0(1)
Array Oo(n) O(m) O(n)
Sortiertes Array | O(logn) O(n) O(n)

Tabelle 6.3: Laufzeitklassen fiir Operationen auf Datenstrukturen mit n Elementen.

doppelt verketteten Liste 4 Zeiger); dasselbe gilt fiir das Einfiigen am Listenanfang (bzw. -ende),
d.h.
Tlinked list(n) — 0(1)’ T;iiréked list(n) — 0(1)

remove

(Beachte: Fiir asymptotisch wachsende Funktionen gilt O(1) = ®(1).) In Tabelle sind die
Komplexititsklassen fiir verschiedene Datenstrukturen aufgefiihrt. Jede Datenstruktur hat also
ihre Stirken und ihre Schwichen gegeniiber den anderen. O

Beispiel 6.10 (Laufzeit des Euklid’schen Algorithmus) Man kann beweisen[f| dass der Eu-
klid’sche Algorithmus [5.2]eine Laufzeit

Teukiia(m, n) = O(log®(m + n)) (6.24)

erfordert, wenn alle Iterationen und Divisionen auf Bitebene beriicksichtigt werden. Da der Al-
gorithmus auch fiir sehr grofe Eingaben m und n schon nach einer einzigen Iteration terminieren
kann, wenn namlich n ein Teiler von m ist, gilt als beste untere asymptotische Schranke g(n) = 1,
d.h.

Teukiia(m, n) = Q(1).

Fiir die Laufzeit des Euklid’schen Algorithmus kann man also insbesondere keine ®-Klasse
angeben. Insgesamt hat der Algorithmus also eine logarithmische Laufzeit im ungiinstigsten
Fall und ist daher effizient in Abhédngigkeit zur Groe seiner Eingaben. O

6.6 Zusammenfassung

* Mit der Algorithmenanalyse wird die Korrektheit von Algorithmen bewiesen und die
Komplexitit von Laufzeit und Speicherplatzbedarf mit mathematischen Mitteln behan-
delt. Die Laufzeit eines Algorithmus ist dabei durch die Anzahl der fiir seinen Ablauf
notwendigen elementaren Operation definiert, um von der konkreten Implementierung
mit einer konkreten Programmiersprache und auf einer bestimmten Hardware zu abstra-
hieren. Entsprechend ist der Speicherplatzbedarf als die Anzahl an lokalen Variablen und
Datenstrukturen definiert, die der Algorithmus neben den Eingabedaten benétigt.

* Die asymptotische Notation verschmiert die ,,Feinstruktur einer Funktion und gibt den
Blick frei auf ihr asymptotisches Wachstum fiir sehr groBe Argumente n > 1. Die Landau-
Symbole O, © und O reprasentieren sogenannte Komplexitatsklassen, d.h. Mengen von
Funktionen mit bestimmten asymptotische Schranken.

* Die asymptotische Notation vereinfacht die Algorithmenanalyse, denn die Landau-Sym-
bole haben folgende Eigenschaften:

— Die asymptotische Notation eliminiert Konstanten: z.B. konnen wir fiir O(n) =
0O(n/2) =0(17n) = O(6n +5) kurz O (n) schreiben; dasselbe gilt fiir Q und ©.

4siehe (Cormen etal) (2001):S. 902), (Heun (2000): Theorem 7.3), (Schoning (1997):§7.5); nach Abschétzung
(5.1) auf Seitebetrﬁgt die Anzahl an Iterationen O (log max[m, n]).
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— Das O-Symbol liefert eine obere asymptotische Schranke: O (1) ¢ O(n) c O(n?) C
0(2").D.h., 303 +1 =0(n), aber 3n> + 1 £ O(n?).

— Das Q-Symbol liefert untere asymptotische Schranken: Q(2") c Q(n?) c Q(n) C
Q(1). D.h., 3n® + 1Q(n?), aber 3n® + 1 £ Q(n).

— Das ®-Symbol liefert exakte asymptotische Schranken: ©(1) ¢ ®(n) ¢ O(n?) ¢
0(2").D.h. 3n3 + 1 = O(n3), aber 3n> + 1 # O(n°) und 31 + 1 £ O(1?).

Suggestiv kann man die Landau-Symbole mit den Zeichen <, ~ und > verkniipfen:

T(n)=0(g(n): .I(n) < gn)*”
T'(n) =0(g(n): .T(n)~gn)*
T(n) =Q(g(n): .I'(n) 2 gn)*

Das O-Symbol vereinfacht die worst-case-Analyse von Algorithmen, das ®-Symbol kann
nur verwendet werden, wenn Komplexititsklassen exakt bestimmt werden konnen. Fiir
viele Algorithmen ist eine solche exakte asymptotische Schranke aber gar nicht moglich,
insbesondere wenn sie eine while-Schleife verwenden.

Meist interessiert man sich nur fiir wenige Komlexitétsklassen, die Klasse der logarithmi-
schen Funktionen O (log 1), der polynomiellen Funktionen O (n*) und der exponentiellen
Funktionen O (k"), mit k € R*.

Ein Algorithmus mit polynomieller Zeitkomplexitit O (n*) heift effizient.
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Im Allgemeinen ist die Bestimmung der Zeitkomplexitét eines rekursiven Algorithmus ein nicht-
triviales Problem. Der Grund liegt darin, dass die Laufzeitbetrachtung einer Rekursion in der
Regel auf eine Rekursionsgleichung fiihrt. Gleichungen dieser Art gehdren zu den Differen-
zengleichungen und sind oft nur schwer oder gar nicht exakt 16sbar. Allerdings haben wir mit
einem Theorem iiber Rekursionen mit konstanten Schrittweiten und dem Hauptsatz der Rekursi-
onsgleichungen, im Englischen das Master-Theorem, méchtige mathematische Werkzeuge, um
die Laufzeiten einer weiten Klasse rekursiver Algorithmen asymptotisch abzuschitzen. Damit
werden wir insbesondere prizise erkennen konnen, unter welchen Bedingungen eine Rekursion
eine exponentielle Zeitkomplexitidt aufweist.

Nach einer kurzen Rekapitulation der grundlegenden Begriffe zu Rekursionen werden wir
jedoch das Schema lernen, mit dessen Hilfe wir aus einem gegebenen rekursiven Algorithmus
die Rekursionsgleichung fiir dessen Laufzeit ableiten konnen. Erst in einem zweiten Schritt
lernen wir den Hauptsatz kennen, um ihn auf Beispiele anzuwenden.

7.1 Uberblick iiber Rekursionen

Im ersten Semester lernten wir die Rekursion als spezielle Art des Subroutinenaufrufs ken-
nen] Damit eine Rekursion terminiert, muss es (mindestens) einen Basisfall geben, der den
Aufrufbaum beendet, und einen Rekursionsschritt, in dem (mindestens) ein Rekursionsaufruf
geschieht, und zwar derart, dass die Werte der Aufrufparameter auf den Basisfall fiihren. Als
grundlegendes Beispiel wird meist die rekursive Berechnung der Fakultit einer libergebenen
Zahl betrachtet:

algorithm fakultat(n) {
input: eine ganze Zahl n € Ny

1de Vries und Weif} (2021):8§3.4.
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3 output: n!

5 if (n=1) { // Basisfall

6 return 1;

7 } else { // Rekursionsschritt
8 return n-fakultat(n—1);

9 }

0 }

Parameterwert n — 1 < n, strebt also sicher nach endlich vielen Rekursionsschritten auf den
Basisfall zu.

Ein wichtiges Rekursionsschema sind die linearen Rekursionen. Eine Rekursion heil3t line-
ar, wenn in jedem Rekursionsschritt genau ein Rekursionsaufruf geschieht. Der Aufrufablauf
bildet also eine lineare Kette von Aufrufen. Ein Beispiel dafiir ist unsere obige rekursive Fa-

Hier ist der Basisfall n < 1, der Rekursionsaufruf in Zeile 8 geschieht mit einem kleineren

f4) f4)

|

J@3) J@3) f3)

l N N

f2) f2) ) ) f2)

l /N /N /N /N

S OO R D R L) R € A A A A A

Abbildung 7.1: Lineare und verzweigende Rekursionen. Die lineare Rekursion links ist sogar
primitiv, die verzweigende Rekursion rechts hat jeweils zwei Rekursionsaufrufe pro Rekursi-
onsschritt.

kultdatsberechnung. Wichtige lineare Rekursionen sind speziell die Endrekursionen, die den
Rekursionsaufruf als letzte Anweisung des Rekursionsschritts ausfiihren, und die sogenannten
primitiven Rekursionen?] die speziell bei jedem Rekursionsschritt den fiir die Rekursionstiefe
wesentlichen Paramter, z.B. n, um 1 senken,

f(n,...)—> f(n—-1,...) > ... > f(0,...).

also fiir alle n definiert sind3l

Lassen wir dagegen mehrere Selbstaufrufe pro Rekursionsebene zu, so sprechen wir von
einer verzweigenden oder mehrfachen Rekursion (tree recursion), die einen verzweigten Auf-
rufbaum erzeugt. Von jedem Knoten gehen dabei genauso viele Aste ab wie Selbstaufrufe im
Rekursionsschritt erscheinen. Ein Beispiel dafiir ist die Losung der Tiirme von Hanoi mit zwei
Aufrufen je Rekursionsschritt. Ist mindestens eines der Argumente in einem Rekursionsaufruf
selbst wieder ein Rekursionsaufruf, so liegt eine verschachtelte Rekursion vor, auch u-Rekursion
(sprich ,,mii-Rekursion‘) genannt. Ein beriihmtes Beispiel dafiir ist die Ackermannfunktion:

algorithm ack(m, n) {
if (m == 0) {
return n+1;
} else if (n == 0) {
return ack(m—1, 1);

2Hoffmann (2009):S. 260.
3Vossen und Wit{ (2016):§9.3.1.
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} else {
return ack(m —1, ack(m, n—-1));

}

Fiir weitere Details zu den Rekursionstypen und ihren Beziehungen zu den Berechenbarkeits-
klassen siehef?l

Zusammengefasst ergibt sich daraus die in Abbildung dargestellte Hierarchie der ver-
schiedenen Rekursionstypen. In der Theorie spielen die primitiven Rekursionen und die u-

endrekursiv ‘ ’ primitiv rekursiv ‘

~. 7

’ linear rekursiv ‘

’ verzweigend rekursiv ‘

’ p-rekursiv ‘

Abbildung 7.2: Hierarchie der Rekursionstypen. (u-rekursiv ist hier synonym fiir verschachtelt
rekursiv)

Rekursionen eine bedeutende Rolle. Viele verzweigend rekursive Algorithmen kdnnen grund-
satzlich in eine primitive Rekursion und somit in eine Zihlschleife umgeformt werden, allerdings
dann in eine Schleife, die eine exponentiell hohere Schrittanzahl benotigt. Die Ackermannfunkti-
on dagegen ist eine u-Rekursion, die grundsétzlich nicht in eine primitive Rekursion umgeformt
werden kann.

7.2 Aufstellen von Rekursionsgleichungen

Um die Laufzeitkomplexitit 7'(n) eines rekursiven Algorithmus zu bestimmen, muss man im
Allgemeinen zunichst eine Gleichung fiir die Funktion 7'(n) aufstellen, eine sogenannte Rekursi-
onsgleichung. Im Wesentlichen spiegelt sie die Rekursionsstruktur des eigentlichen Algorithmus
wider, d.h. wir missen uns auf die Rekursionsschritte konzentrieren. Zum andern miissen wir
diejenigen Parameter identifizieren, die fiir die Laufzeit des Algorithmus wesentlich sind, und
fiir die Funktion 7'(- - - ) die anderen weglassen. Hort sich kompliziert an, ist es aber nicht. Sehen
wir uns dazu einige Beispiele an.

Beispiel 7.1 Betrachten wir den obigen Algorithmus zur rekursiven Berechnung der Fakultit.
Der Aufrufbaum dieses Algorithmus ist in Abbildung links skizziert. Da der Algorithmus
linear rekursiv ist, ist der Aufrufbaum eine einfache Sequenz, die bei f(n) beginnt und beim
Basisfall f(1) endet. Dort wird die Losung f(1) = 1 an die nachsthohere Aufrufebene zuriick-
gegeben, der mit 2 multipliziert an die ndchste Ebene zuriickgegeben wird, usw. Wir zédhlen
insgesamt genau n Aufrufebenen.

Wollen wir die Laufzeitkomplexitit bestimmen, so miissen wir zunéchst die Laufzeit fiir
jede einzelne Aufrufebene berechnen. Fiir die untereste n = 0 haben wir eine konstante Laufzeit,
sagen wir Tp, die die folgenden Operationen umfasst:

4Hoffmann (2009):8§6.1.4, 6.2.
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Aufrufbaum Laufzeit T (n)
f(n) Ty(n) +c
If(n—l) ITf(n—l)+c
@) S T/(2) +c
I £(1) I T (1)

Abbildung 7.3: Aufrufbaum des rekursiven Algorithmus zur Berechnung der Fakultit (links) und die entspre-
chenden Laufzeiten T (n).

* der Vergleichn < 1;
* der Sprung in den Basisfall, also den ersten Zweig der if-Anweisung;
* die Riickgabe des Wertes 1 an die aufrufende Ebene.

Auch wenn wir die genaue Laufzeit nicht kennen (und sie auch kaum kennen konnen, denn die
Laufzeit der notwendigen elementaren Operationen, also der Arithmetik und der Logik, hidngen
von der konkreten Rechnerarchitektur ab, auf der sie implementiert sind). Wichtig ist fiir uns,
dass Tp nicht abhédngt von der Gré8e von n, also fiir die Grofle unserer Eingabe konstant ist.

Was ist nun mit 7(2)? Hier sehen wir, das die folgenden Operationen durchgefiihrt werden
miissen:

e der Vergleichn < 1;

e der Sprung in den Rekursionsschritt, also den zweiten Zweig der if-Anweisung;

der Aufruf von f(1);

die Multiplikation des zuriickgegebenen Wertes mit 7;

die Riickgabe des Wertes 2 /(1) an die aufrufende Ebene.
Das ergibt eine konstante Laufzeit von ¢, und die Laufzeit insgesamt lautet
T(2)=T()+c.

Aber wir kennen ja bereits 7 (1), und so berechnen wir 7(2) = Ty + c¢. Entsprechen konnen
wir induktiv fiir jedes n aus dem vorhergehenden Wert von der darunterliegenden Ebene n — 1
schlieBen: T'(n) = T(n— 1) + c¢. Zusammengefasst haben wir also zwei Fille, den Basisfall n < 1
und den Rekursionsschritt n > 1:

To, wenn n = 0,
T(n) = (7.1)
T(n—1)+c, sonst.

Dies ist die Rekursionsgleichung der Laufzeitfunktion des Algorithmus. Sie entspricht (nicht
zufillig!) genau der Struktur des zugrunde liegenden Algorithmus. O
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Beispiel 7.2 (Umrechnung von Dezimal- nach Dualsystem) Im ersten Semester’|behandelten wir
kurz einen iterativen Algorithmus zur Umrechnung einer Zahl vom Dezimal- ins Dualsystem.
Eine rekursive Variante lautet:

algorithm dezimalNachBinar(z, b) {
input: Eine natlrliche Zahl z und ein anfangs leerer String b
output: Der Binarstring, der z im Dualsystem darstellt

if (z=1) {
return (z mod 2) o b;
} else {

return dezimalNachBinar(|z/2], (z mod 2) o b);

}

Von den zwei Parametern dieses Algorithmus beeinflusst nur der erste den Basisfall und damit
die Laufzeit, d.h. T = T'(z). Die Rekursionsgleichung ergibt sich damit wie folgt:

T(z) = (7.2)

{ To, wenn z < 1,

T(|z/2]) +c, sonst.

Die Konstante 7y bezeichnet hier die Anzahl der elementaren Operationen im Basisfall, also der
Vergleich z < 1, die Berechnung z mod 2, die Stringverkettung . .. o b und die return-Anwei-
sung. Die Konstante ¢ umfasst diese Operationen und zusitzlich die Berechnung | z/2] und den
Rekursionsaufruf. O

Beispiel 7.3 (Die Tiirme von Hanoi) Wir sind einem rekursiven Losungsalgorithmus des Pro-
blems der Tiirme von Hanoi bereits im ersten Semester begegnet, siehd® In Pseudocode lautet
er:

algorithm hanoi(n, s, z, t) {

if (n == 1) { // Basisfall: Turm mit nur einer Scheibe
output(s o " — " o z7);
} else {

hanoi(n—1, s, t, z); // Turm (n—1) tempordr auf Stab t
output(s o " — " o z); // unterste Scheibe auf ziel
hanoi(n—1, ¢, z, §); // Turm (n—1) von tmp auf ziel

}

Mit der Beobachtung, dass von den vier Parametern dieses Algorithmus nur der erste, also die
Anzahl der Scheiben, Einfluss auf die Laufzeit hat, konnen wir auf eine nur von n abhiingende
Laufzeit schlieBen, d.h. T = T'(n). Die Rekursionsgleichung ergibt sich dann:

1o, wennn = 1,
T(n) = (7.3)
2T(n—-1)+Ty, wennn > 1.

Der Faktor zwei vor dem Wert T'(n — 1) riihrt daher, dass der Algorithmus im Rekursionsschritt
zweimal aufgerufen wird. O

5de Vries und Weifi (2021):§2.2.
6de Vries und Weil} (2021):8§3.4.
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Beispiel 7.4 (Bindre Suche rekursiv) Eine rekursive Version der bindren Suche lautet wie folgt.

/** Hiillfunktion.x/
algorithm binareSuche(s, v[]) {
return bindreSucheRekursiv(s, v[], 0, |[v|-1);

/** Helferfunktion.x/
algorithm bindreSucheRekursiv(s, v[], lo, hi) {
if (lo > hi) return —1; // Basisfall 1: Suche erfolglos
m« | (lo + hi)/2];
if (s == v[m]) { // Basisfall 2: Suche erfolgreich
return m;
} else if (s > v[m]) { // in der oberen Hilfte weitersuchen ...
return bindreSucheRekursiv(s, v, m+1, hi);
} else { // in der unteren Halfte weitersuchen ...
return bindreSucheRekursiv(s, v, lo, m—1);

}

Der Algorithmus besteht aus einer Hiillfunktion (engl.: Wrapper) und einer Helferfunktion
(Helper). Mit der Hiillfunktion wird der eigentliche rekursive Algorithmus aufgerufen, sie
stellt die notwendigen Startwerte ein und dient als Benutzerschnittstelle ,,nach draulen®. In
Programmiersprachen, die innere Funktionen oder ,,Closures* zulassen (z.B. JavaScript oder
PHP), werden Helferfunktionen oft als solche implementiert, in Java dagegen oft als nach au3en
nicht sichtbare private-Methoden. Auf die Laufzeit des Algorithmus hat eine Aufteilung in
Hiill- und Helferfunktion keine wesentlichen Auswirkungen (in der Hiillfunktion sind in der
Regel O(1) Operationen auszufiihren, hier z.B. ist es nur ein Subroutinenaufruf), so dass wir
uns auf die Laufzeit der Helferfunktion beschrinken konnen. Deren Rekursionsgleichung lautet:

To, wennm = 1,

T(m) = { (7.4)

T(lm/2])+c, wennm = 1.

Der Parameter m ist hier der Mittelwert der beiden Betrachtungsgrenzen 1o und hi des Algo-
rithmus. Die Konstante 7y umfasst die Anzahl der Operationen zur Priifung des ersten Basisfalls
und der Berechnung von m, die Konstante ¢ reprisentiert zusitzlich die Laufzeit zur Priifung
des zweiten Basisfalls, des Vergleichs s > v[m] und des Rekursionsaufrufs mit der Addition
m=+ 1. |

Beispiel 7.5 (Erweiterter Euklid’scher Algorithmus, rekursive Version) Eine rekursive Varian-
te des erweiterten Euklid’schen Algorithm, der neben dem grofiten gemeinsamen Teiler der
beiden iibergebenen Zahlen weitere niitzliche Informationen zuriickgibt. Er berechnet nimlich
ganzzahlige Koeffizienten xg, x1, X2 € Z, so dass

xo = ggT (m,n) = xym + xyn. (7.5)

Hierbei konnen x; und x; null oder negativ sein. Diese Koeffizienten sind sehr niitzlich zur
Bestimmung von Losungen linearer Diophant’scher Gleichungen und insbesondere zur Berech-
nung der modularen multiplikativen Inversen einer Zahl, die in unseren alltiglich fiir sicheren
Internetzgang (HTTPS) genutzten Verschliisselungsalgorithmen verwendet werden.
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algorithm extendedEuclid(m,n) {
input: zwei natiirliche Zahlen m und n
output: Ein Tripel (xo, X1, X2) ganzer Zahlen mit xo = ggT (m,n) = xym + xon

x <« [m,1,0];
if (n == 0) {
return x;
} else {
X <« extendedEuclid(n, m mod n);
t — x[1];
x[1] « x[2];
x[2] «t—|m/n]-x[2];
return x;

}

Die Rekursionsgleichung fiir diesen Algorithmus lautet

To, wenn n = 0,

T(m,n) = { (7.6)

T(n, mmodn)+c, wennn 2 1.

Hier hingt also die Laufzeitfunktion von zwei Variablen ab. Zwar ist der Basisfall nur von der
Variablen n abhéngig, da diese bei jedem Rekursionsaufruf aus den beiden Parameter berechnet
wird, ,,vermengen‘ die beiden Variablen sich auf immer kompliziertere Weise. Wir konnen in
diesem Fall also die Rekursionsgleichung nicht weiter vereinfachen. O

7.3 Asymptotische Losungen von Rekursionsgleichungen

Wir betrachten im Folgenden fiir Laufzeitfunktionen 7' : Ny — Ny Rekursionsgleichungen der
Form

T(n) =

T, wenn n < no,
(7.7)

aT(s(n)) + f(n) sonst

mit einer gegebenen Konstanten a € N und Anfangswerten ng, Tp € Ny sowie einer streng mo-
noton fallenden Funktion s : Ny — Ny, der Schrittweite der Rekursionsaufrufe. Die Bedeutung
der einzelnen Parameter ist dabei im Einzelnen:

* Die Zahl a ist die Anzahl der Selbstaufrufe des Algorithmus in seinem Rekursionsschritt.
* Die Anfangswerte erfiillen nach Definition die Gleichung 7' (ng) = Tp.

* Die Schrittweitenfunktion s(n) ordnet jedem Wert n das neue Argument s(n) zu, mit dem
die jeweils nédchste Rekursion aufgerufen wird.

Ubliche Beispiele fiir Schrittweiten sind konstant, multiplikativ und reflexiv mit einer Konstanten
b eN:
konstant: s(ny=n->b (b21) (7.8)

multiplikativ: s(n) = ng oder s(n) = [%-‘ (b>1) (7.9)

reflexiv: s(n)=T(n->b) (bz21) (7.10)
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Primitive Rekursionen sind ein Spezialfall der Rekursionen mit konstanter Schrittweite s(n) =
n — 1, allgemeine u-rekursive Algorithmen dagegen konnen eine reflexive Schrittweite haben,
wie beispielsweise die Ackermann-Funktion.

Beispiele 7.6 (i) Fiir die Rekursionsgleichung (7.1)) sind a = 1, ng = 0 und s(n) = n — 1. Die
Rekursionsschrittweite ist also konstant.

(ii) Fiir die Rekursionsgleichung (7.2) gilt a = 1, np = 1 (und 0), und s(n) = |n/2]. Die
Rekursionsschrittweite ist also multiplikativ.

(iii) Fiir die Rekursionsgleichung (7.3)) gilt a = 2, ng = 1, s(n) = n — 1. Die Rekursionsschritt-
weite ist also konstant. O

Das folgende Theorem liefert eine asymptotische Abschitzung fiir Rekursionen mit konstanter
Schrittweite. Mit derartigen Algorithmen gelingt es leicht, exponentielle Laufzeiten zu erzeugen.

Theorem 7.7 (Rekursionen mit konstanten Schrittweiten) Es sei a € N und f : Ny —» R*
eine monoton steigende Funktion, d.h. f(m) £ f(n) fiir m < n. Eine Laufzeitfunktion T : Ny —
R*, die der Rekursionsgleichung

(7.11)
aT(n-1)+ f(n), wennn > ny

T'(n) = { f(ng), wenn n = ny,

fiir einen Anfangswert ng € Nq gentigt, kann dann durch einen der vier folgenden Fiille abge-
schdtzt werden:

Erster Fall | Zweiter Fall Dritter Fall Vierter Fall
Wenn | f()=0() | f( =01 | fm=001) | fw=Q0) |,
a=1 az? a=1 az=? )
Dann gilt: | T(n) = O(n) | T(n) =0(a") | T(n) =0 (n f(n)) | T(n) =0(a" f(n))

Beweis. Mit Gleichung (7.11)) erkennt man, dass der Aufrufbaum von 7'(n) insgesamt n Rekur-
sionsebenen erzeugt, also a" Basisfille ausgefiihrt werden. In Rekursionsebene k& werden also
ak-mal die Laufzeitwerte f(n — k) benotigt,

fm)y+af(n—=1)+...+d"7"f(ngy)

IIA

OIS (7.13)
k

=ng

Fiir a = 1 handelt es sich um eine lineare Rekursion, fiir die sich iiber die Rekursionsebenen die
jeweiligen Funktionswerte addieren,

J)+ fn=1+...+ f(no) £ (n—-no+1) f(n).

Hierbei gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn f(n) konstant ist, und die Summe hat die
Komplexitit ®(n), ansonsten kann sie nur mit O(n f(n)) nach oben abgeschitzt werden. Fiir
a > 1 gilt mit der Identitit

n n no—1 n+l1 n n+1 n n
K K K a —1_a0—1_a -a"  a n_ao_ n
a“= ) a a’ = = = a =0(a"),
a-1 a-—1 a-1 a—1 a-1
k=ng k=0 k=0 —_—— —_——

const const

wobei die zweite Gleichung sich aus den Identititen der beiden geometrischen Reihen ergibt.

Aus folgt damit
fm)y+af(n—=1)+...+d" " f(ny) £ f(n)BO"). (7.14)
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Auch hier gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn f(n) konstant ist, ansonsten kann die
Summe links nur mit O (a” f(n)) asymptotisch abgeschitzt werden. Q.E.D.

Fiir eine wichtige Klasse von Rekursionsalgorithmen, die Divide-and-Conquer-Algorith-
men, kann die Laufzeitkomplexitit durch den Hauptsatz der Laufzeitfunktionen, oft wie im
Englischen auch als Master-Theorem bezeichne{’] asymptotisch abgeschitzt werden:

Theorem 7.8 (Hauptsatz der Laufzeitfunktionen) Es seien die Konstanten a =2 1 und b > 1
sowie die Funktion f : N — R* gegeben. Dann gehoren die Laufzeitfunktionen T : Ny — R*
der Rekursionsgleichung

_ | To, wenn n = ny,
T(n) = { aT (ln/b]) + f(n) sonst (715
mit den Anfangswerten Ty und no € Ny zu den folgenden Laufzeitklassen, wenn f eines der
entsprechenden asymptotischen Eigenschaften hat.

Erster Fall Zweiter Fall Dritter Fall
Wenn f(n) =0(n*) f(n) =©(n'%9) f(n) =Q(n*)
fiir ein k < log, a fiir ein k > log, a, wobei

af(LE]) S cf(n) Yn> 1
fiir eine Konstante ¢ < 1
Dann gilt: | T(n) = O(n'°% ) | T(n) = O(n'°% % logn) T(n) =0(f(n))

(7.16)

Die Aussagen gelten ebenso, wenn | 7| insgesamt oder teilweise durch [ ersetzt wird.

Beweis. Sieheﬂ In der Tat ist der Satz ein Spezialfall des Akra-Bazzi Theorems, das 1998 ver-
offentlicht wurde und ein sehr breites Spektrum an Rekursionsgleichungen abdeckt.  Q.E.D.

7.4 Anwendungsbeispiele

Beispiele 7.9 (i) Die Rekursionsgleichung (7.1)) fiir die Berechnung der Fakultit ist vom Typ
(7.11) mit @ = 1 und der konstanten Funktion f(n) = ¢ = (1), d.h. T(n) = O(n) nach
Gleichung (7.12)). Der Algorithmus hat also lineare Laufzeitkomplexitit.

(i1) Die Rekursionsgleichung fiir die Umrechnung vom Dezimal- ins Dualsystem ist von
der Klasse mit a = 1, b = 2, und der konstanten Funktion f(n) = ¢ = ©(1), d.h.
T(n) = ©(logn) nach dem zweiten Fall in (7.16). Der Algorithmus hat also logarithmische
Laufzeitkomplexitit.

(iii) Die Rekursionsgleichung 7'(n) = 2T (| 5]) + n ist vom Typ (7.15) mit @ = b = 2, und der
linearen Funktion f(n) = n = ©(n'), d.h. mit dem zweiten Fall in (7.16). T(n) = @ (nlogn).

(iv) Die Rekursionsgleichung (|/.3)) des Algorithmus der Tiirme von Hanoi geniigt der Gleichung
(7.11) mit a = 2, d.h. der Algorithmus hat exponentielle Laufzeit 7'(n) = @(2").
]

7Cormen et al/ (2001):§4.3.
8Cormen et al) (2001):84.4.


https://de.wikipedia.org/wiki/Akra-Bazzi-Theorem

82

7.5 Zusammenfassung

* Eine Rekursion ist eine Subroutine, die sich selbst wihrend ihrer Ausfiihrung aufruft. Sie

besteht aus mindestens einem Basisfall, der keinen Rekursionsaufruf enthilt, und einem
Rekursionsschritt mit mindestens einem Rekursionsaufruf, der die Aurufparameter so
variiert, dass sie nach endlich vielen Schritten zu dem (oder einem) Basisfall fiihren.

Die Laufzeitkomplexitidt eines rekursiven Algorithmus wird mit Hilfe einer Rekursi-
onsgleichung bestimmt, die direkt von dem Algorithmus hergeleitet werden kann. Die
folgenden Klassen von Rekursionsgleichungen kommen iiblicherweise vor (die Basisfille
der Ubersicht halber weggelassen):

T(n)=T(n-1+c, Tn)=aT(n—-1)+c, T(n)=aTl(|ln/b])+0O(n'"°%)

mit Konstanten a, b = 1, ¢ > 0. Mit den beiden in diesem Kapitel erwdhnten Theoremen
kann man deren asymptotische Laufzeit jeweils abschétzen:

T(n) = O(n), T(n) = ©(a"), T(n) = ©(n'°% % logn)
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Bei der Laufzeitbetrachtung der binédren Suche in Satz [2.1] auf Seite 24] wurde der grofie Vor-
teil deutlich, den eine sortierte indizierte Datenstruktur bei der Suche nach einem Eintrag hat:
Benotigt man in einer unsortierten Datenstruktur sowohl im Mittel als auch im schlimmsten
Fall lineare Laufzeit ®(n) beziiglich der GroBe n der Datenstruktur, hat die binédre Suche eine
hochstens logarithmische Laufzeit O(logn). Fiir sehr groe Datenmengen macht sich dieser
Vorteil geradezu dramatisch bemerkbar, schon fiir ein sortiertes Array mit einer Million Eintra-
gen benotigt man nach Tabelle (2.2)) beispielsweise maximal 40 Vergleiche, fiir ein unsortiertes
Array derselben Grofle dagegen konnen es eine Million Vergleiche sein, im Durchschnitt sind
es immerhin noch 500.000.

Die Sortierung von Datenstrukturen stellte demnach in der Informatik von Anfang an ein
prominentes Problem dar. Es wurden schon friih verschiedene Sortierverfahren entwickelt, von
denen einige der bekanntesten in diesem Kapitel vorgestellt werden. Sie unterscheiden sich
hinsichtlich ihrer Laufzeiten und ihrer Speicherbedarfe. Insbesondere ist ein wichtiges Unter-
scheidungskriterium, ob der Algorithmus in-place sortiert, also ohne eine temporire weitere
Datenstruktur die Eintrdge in der Eingabestruktur direkt austauscht.

Definition 8.1 Ein Algorithmus arbeitet in-place, oder in-situ, wenn er einen von den Eingabe-
daten unabhingigen Speicherbedarf hat, also S(n) = O(1) gilt. O

Ein in-place Sortieralgorithmus verdndert also die eingegebene Datenstruktur selber. Will
man die originale Datenstruktur erhalten, so darf man keinen in-place Algorithmus verwenden.

8.1 Einfache Sortieralgorithmen

Bubblesort. Der Bubblesort auch Austauschsortieren oder Sortieren durch Aufsteigen ge-
nannt, ist ein Algorithmus, der iterativ durch die eingegebene Datenstruktur lduft und die
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Eintrige paarweise austauscht, wenn sie in der falschen Reihenfolge vorliegen. Der Algorithmus
hat seinen englischen Namen (,,Blasensortieren*), da er bildlich die gréBeren Blasen nach oben
(ans Ende der Datenstruktur) steigen lisst.

algorithm bubbleSort(al[]) {
input: ein Array sortierbarer Objekte
output: das Array wird in aufsteigender Reihenfolge sortiert (in-place)

for (i=1ton—-1) {
for (j=0ton—-i—-1) {
if (alj] > alj+1]) {
aljl & alj+11;

}

Die Laufzeit des Algorithmus betrigt Tys(n) = O(n?), da fiir die erste Iteration n — 1 Vergleichs-
operationen (innere j-Schleife) ausgefiihrt werden, fiir die zweite n — 1 Vergleichsoperationen,
usw. ..., also insgesamt

n—1
Tbs(n):(n—1)+(n—2)+...+1:Zk:@:@(#),
k=1

siche Table [0.2] Eine etwas verbesserte Version ist der folgende Algorithmus bubbleSort2, der
keine Laufzeit vergeudet, wenn das Array bereits sortiert vorliegt. Der wesentliche Trick besteht
darin, das Array nur solange zu durchlaufen, bis keine Austauschungen mehr notig sind:

algorithm bubbleSort2(all) {
input: ein Array sortierbarer Objekte
output: das Array wird in aufsteigender Reihenfolge sortiert (in-place)

do {
swapped <« false;
for (j=0ton—-i—-1) {
if (aljl>alj+1]) {
alj] & alj+11;
swapped « true;

}
} while (swapped);

}

Diese Version des Bubble-Sorts hat eine Laufzeitkomplexitit O (n?), nicht jedoch ®(n?), da im
giinstigsten Fall (ein sortiertes Array) ein einziger Schleifendurchlauf geniigt (d.h., es gilt ©(1)).

SelectionSort. Ein weiterer einfacher Sortieralgorithmus ist selectionSort. Wieder nehmen
wir an, dass die zu sortierenden (und sortierbaren) Daten in einem Array a[n] gespeichert sind.

algorithm selectionSort(al[l) {
input: ein Array sortierbarer Objekte
output: das Array wird in aufsteigender Reiehnfolge sortiert (in-place)
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for (i=0 to n—2) { // finde minimum von ali|,...,aln —1]|
min <« i;
for (j=i+1 ton—-1) {
if ((a[j] < a[min])) {
min « j;
}
}

ali] < a[min];

}

Die Anzahl der Iterationen der inneren Schleife (die j-Schleife) ist bei der ersten Iteration der
auleren Schleife n — 1, bei der zweiten Iteration n — 2, bei der dritten n — 3 usw., d.h. die
Laufzeitkomplexitit ist hier wieder Ty (1) = ©(n?), wie beim BubbleSort.

Insertionsort. Eine weitere Sortiermdglichkeit ist das Einsortieren eines Elements an der
korrekten Stelle, dhnlich wie man es beim Aufnehmen der Karten eines Kartenspiels macht.
Dies ist die Funktionsweise des Insertionsort, auch Einfiigesortieren genannt.

algorithm insertionSort}(al[]l) {
input: ein Array sortierbarer Objekte
output: das Array wird in aufsteigender Reihenfolge sortiert (in-place)

for (i=1ton—-1) { // groBere Werte jeweils nach oben
re—alil; j«1i;
while (j >0 and a[j] >r) {
aljl—alj-11; j<j-1;
}

alj] «r;

}

Im ungiinstigsten Fall wird die innere while-Schleife vom Ende des Arrays (a[n — 1]) bis zum
Anfang (a[0]) durchlaufen. Dies ist der Fall fiir ein absteigend sortiertes Array. Die Iterationen
betragen dann

& 1
Tons () < 1+2+...+n22k2y:0(;@2),
k=1

Im Mittel l4uft jeder Schleifendurchlauf nur halb so oft, d.h. die mittlere Laufzeitkomplexitit
betrigt

n—1
Tins(n):%(1+2+...+(n—l)):% Ziz@z@(mz).
i=1

8.2 Theoretische minimale Laufzeit eines Sortieralgorithmus

Gibt es effizientere Sortieralgorithmen? Die bisher betrachteten Sortierverfahren basieren auf
paarweisen Vergleichen der Elemente, es sind sogenannte vergleichsbasierte Sortieralgorith-
men. Es ist sofort klar, dass sie als mindestens n — 1 Vergleiche benétigen, da ja jedes der n
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Elemente mindestens einmal betrachtet werden muss. D.h. Q(n) ist eine absolute Untergrenze
fiir vergleichsbasierte Sortieralgorithmen. Man kann mathematisch beweisen}

Theorem 8.2 Ein vergleichsbasierter Sortieralgorithmus benotigt im ungiinstigsten Fall stets
mindestens

Tsort(n) = Q(nlogn) (8.1)
Vergleiche fiir eine Datenstruktur mit n Elementen.
Diese Aussage gilt iibrigens nicht fiir Sortierverfahren, die nicht-vergleichsbasiert sind. Ein

bemerkenswertes Beispiel dieser Art ist der pigeonhole sort, der ein Array natiirlicher Zahlen
sortiert. Der Algorithmus ist eine spezielle Variante des BucketSor{?]

algorithm pigeonholeSort(al[l) {
input: ein Array natiirlicher Zahlen
output: das Array wird in aufsteigender Reihenfolge sortiert (in-place)

// 1. determine the number of pigeonholes:
min < a[0]; max « a[0];
for (x in a) {
if (min > x) min <« x;
if (max < x) max <« Xx;
}
size <« max - min + 1;
holes « [0,0,...,0]; // fill with size zeros

// 2. Fill the pigeonholes by counting:
for (x in a) {
holes[x - min] < holes[x - min] + 1;

// 3. Put the elements back into the array in order.
1< 0;
for (count = 0 to size - 1;) {
while (holes[count] > 0) {
ali] « count + min; // the index of the hole is the correct value!
[—i+1;
holes[count] « holes[count] - 1;

Der pigeonholeSort hat eine Laufzeitkomplexitit O(n + k) und eine Speicherkomplexitit
O (k), wobei k = max a —min a die Differenz zwischen dem kleinsten und dem grofiten Element
des Arrays ist. Gilt also beispielsweise 0 < a[i] £ O(n), so sind sowohl Laufzeit- als auch
Speicherkomplexitit O (n).

1Giiting (1997):§6.4.
2Heun (2000):82.7.
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8.3 Schnelle Sortieralgorithmen

Haben wir oben gerade erkannt, dass es theoretisch optimale vergleichsbasiere Sortieralgorith-
men mit einer Laufzeitkomplexitit O (n log n) geben konnte, stellt sich natiirlich sofort die Frage:
Gibt es solche Algorithmen denn auch tatsdchlich? Die Antwort ist: Ja! Wir werden in diesem
Abschnitt drei Algorithmen kennenlernen, von denen zwei im ungiinstigsten Fall eine solche
Laufzeitkomplexitit haben, und einer im durchschnittlichen Fall.

8.3.1 Mergesort

Mergesort ist ein klassischer rekursiver Divide-and-conquer-Algorithmus. Der Basisifall ist hier
trivial, es wird namlich nichts getan, die Hauptarbeit wird im Conquer-Schritt ausgefiihrt, der
,merge‘ heil3t.

algorithm mergesort(a) {
input: ein Array a
output: ein aufsteigend sortiertes Array

if (la| == 1) { // base case: nothing to do!
return a;

} else {
m «— [lal/2];

| — [a[0],...,alm—1]]; // left half of a
ro— [a[m],...,a[|a| - 1]]; // right half of a
| «— mergesort(l);

r <« mergesort(r);

return merge(l,r); // merge [ and r

}

(Beachten Sie die JSON-Notation fiir Arrays, wie sie in Abschnitt[5.1.T]auf Seite [53|spezifiziert
ist.) Die Subroutine merge ist gegeben durch:

algorithm merge(I[],7[]) {
input: two sorted arrays
output: an array m with the entries of / and r sorted in ascending order

ij<—0; i,<0; i, <0; // indices for [, r and merged array m
while (i; < |l| and i, < |r]) {
if (I[i]) <rlir]) {
mlin] <« [[i];
i <—il+1;
} else {
mlinm] < rliy];
I — i +1;
}
Im —ipm+1;
}
//copy remaining elements from both halves:
while (i; < |l]) {
mlim] < Iir];
i (—i1+1;
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I — I+ 1;

}

while (i, < |r]) {
mlin] < rli];

I —1i,+1;
I — Iy+1;
}
return m;

}

Die Arbeitsweise des Algorithmus mergeSort (/, r) lasst sich wie folgt zusammenfasssen (siehe
Abbildung [8.1):

* Divide: Das Teilarray [a [],...,a [r]] wird in zwei (fast) gleich grof3e Array geteilt;
* Conquer: Durch zwei Rekursionsaufrufe jeweils eins der beiden Arrays sortieren lassen;

» merge fiigt beide sortierten Teilarrays zu einem sortierten Array zusammen.

@ La]o[s]s[3]o]s]2[1]7]

b i4i0/6]/513]|9|8]2|1]|7] ¢

Lo[ 1[2]3]4]5]6[7]8]9] 01 23 4586 7 89

Abbildung 8.1: Left figure: mergeSort for an array of 10 elements. Right figure: quickSort for an array of 10
elements

Mergesort kann auch auf Datenstrukturen ohne wahlfreien Zugriff (random access) angewendet
werden, zum Beispiel verkettete Listen, da er rein sequenziell arbeitet. Als Rekursion ist er auch
auf parallelen Rechnersystemen oder Mehrkernprozessorrechnern geeignet.

Da Mergesort ein ausgeglichener Divide-and-Conquer-Algorithmus ist, konnen wir recht
leicht seine Rekursionsgleichung aufstellen. Da fiir jeden Rekursionsaufruf von Mergesort die
GroBe n des zu sortierenden Array durch die Begrenzungsindizes [ und r gegeben ist, nimlich
n=r — [+ 1, geniigt der Mergesort der Rekursionsgleichung

0(1), wennn < 0,

T"”(”):{ 2T (|n/2]) + ©(n) sonst, (8.2)

denn es gibt pro Rekursionsschritt zwei Rekursionsaufrufe mit (so gut wie) gleich groB3en
Teilarrays der GroBe |n/2] (bzw. [rn/2]) und einem Merge-Schritt der Komplexitit ©(n). Mit
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a =b =2und f(n) = ©(n) konnen wir daher den zweiten Fall Wir konnen daher den zweiten
Fall des Master-Theorems[7.8] (Seite [§I)) anwenden und erhalten als Laufzeitkomplexitit fiir den
Mergesort:

Tus(n) = O(nlogn). | (8.3)

8.3.2 Quicksort

Quicksort ist, wie der Mergesort, ein rekursiver Divide-and-Conquer-Algorithmus. Wihrend
der Mergesort jedoch einen trivialen Divide-Schritt hat und den grof3ten Teil der Arbeit dem
Merge-Schritt iiberldsst, wird im Quicksort die Hauptarbeit im Divide-Schritt ausgefiihrt, der
Merge-Schritt ist dafiir trivial. Obwohl Quicksort im ungiinstigsten Fall eine recht schlechte
Laufzeitkomplexitit von O(n?) hat, ist er der wahrscheinlich meistimplementierte Sortieralgo-
rithmus. Erist vergleichsweise alt, er wurde bereits 1962 von C.A.R. Hoare entwickelt. Sei wieder
a = [ag,...,ay—1] das zu sortierende Array. Dann arbeitet der Algorithmus quicksort(al], /,
r) grob betrachtet mit den folgenden Schritten:

* Divide: Das r-elementige Array [a[l], cees a[r]] wird in zwei Teilarrays [a [],...,alp-
1]] und [a [p+1],..., a[r]] unterteilt, so dass jedes Element des ersten Arrays Kkleiner
ist als jedes Element des zweiten: a[i] < a[p] firl £ i < p und a[j] = a[p] with
p < j = r. Dieser Schritt heifit partition, und das Element a[p] heit Pivotelement[|
Ublicherweise wird das Element a[r] als Pivotelement ausgewihlt, grundsitzlich ist es
jedoch beliebig wihlbar.

* Conquer: Die beiden Arrays werden durch jeweils einen Rekursionsaufruf von Quicksort
sortiert;

* Merge: Es bleibt nichts mehr zu tun, beide Teilarrays sind ja separat sortiert worden.

In Pseudocode lautet er:

algorithm quicksort(a[],l,r) {
input: ein sortierbares Array mit seinen Begrenzungsindizes
output: Das Array ist in aufsteigend sortiert (in place)

// Base case | > r: nothing to do!

if (I<r) {
p « partition(a,l,r); // index of pivot element
quicksort(al],l,p —1);
quicksort(al]l,p+1,r);

Hierbei ist der Teilalgorithmus partition gegeben durch:

algorithm partition(a[],l,r) {
input: ein sortierbares Array mit seinen Begrenzungsindizes
output: der Index p des Pivotelements

ie—1-1; jer;
while (i < /) {
l—i+1;

3pivot: engl. fiir Dreh-, Angelpunkt; Schwenkungspunkt
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while (i <j and a; <a,) { // “i-loop”
i—i+1;
}
je—Jj—-1;
while (i < j and a; >a,) { // “j-Lloop”
je—Jj—-1;
}
if (iz2)) {
a; < ar,
} else {
al-<—>aj;
}
}
return i;

}

Im ,,i-loop* zeigt der Index i auf das erste Element a[i] von links, das groBer oder gleich a|[r]
ist, d.h. a[i] = a[r] (wenni < j). Nach Beendigung des ,,j-loops* zeigt j auf das erste Element
a[j] von rechts, das kleiner als a[r] ist (wenn j > i). Die Subroutine partition plaziert also
jeweils das Pivotelement a[p] auf seine endgiiltige korrekte Stelle (die auch in der Folge nicht
mehr gedndert wird). Siehe Abb.[8.1]

Komplexititsanalyse von Quicksort

Die Komplexititsanalyse von Quicksort ist nicht trivial. Die Schwierigkeit ergibt sich, da die
zu ermittelnde Position p des Pivotelements von dem konkreten Array abhidngt. Es ist im
Allgemeinen nicht in der Mitte des Arrays, so dass Quicksort — anders als Mergesort — kein
ausgeglichener Divide-and-Conquer-Algorithmus ist. Unser Master-Theorem ist also leider nicht
anwendbar, denn wir konnen nicht einfach a = b = 2 setzen.

Wir konnen aber versuchen, die Rekursionsgleichung fiir Quicksort aufzustellen und zumin-
dest Abschitzungen dariiber erhoffen. Der wichtige Arbeitsschritt ist der Divide-Schritt mit der
Subroutine partition. Deren dullere Schleife wird dabei genau einmal (!) durchlaufen, wahrend
die beiden inneren sich genau auf n — 1 Iterationen aufsummieren; Die Laufzeit fiir den Basisfall,
also ein Array der Linge n = 1, ist konstant 7, und fiir jeden Rekursionsschritt bentigen wir
eine konstante Laufzeit 77 neben der Laufzeit der Rekursionsaufrufe. Insgesamt erhalten wir
also die Rekursionsgleichung fiir den Quicksort:

To wennn = 1,
Is(M) =y n-D+T1+T(p-D)+T(n—-p)+ 0 sonst (mitl<pgn). (84

——
divide conquer merge

Wir konnen aber durch Fallunterscheidungen separat den ungiinstigsten, den besten und den
durchschnittlichen Fall betrachten.

Worst case

Im ungiinstigsten Fall ist p = 1 oder p = n. Damit ergibt sich die Rekursionsgleichung

To wennn =1,
qu Worst(n) = (85)

(n—=1)+Tyort(n — 1) + Ty sonst.
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Damit konnen wir den linearen Rekursionsbaum erkennen und die Laufzeiten als Wertetabelle
,,von unten‘‘ bestimmen:

qu Worst(l) T()
Tys worst (2) 1+T(1)+Ty=1+T, + Ty
Tysworst(3) = 2+T(2)+T1 =2+1+2T1 + Ty

n—1

Tstorst(n) = Z k + (I’l - 1)T1 +1p = (Z) + (n - I)Tl +Tp = @(HZ)
k=1

Damit ist Quicksort im ungiinstigsten Fall nicht effizienter als Bubblesort oder Insertionsort.
Der ungiinstigste Fall wird aber nur in dem speziellen Fall eintreten, wenn das Array bereits
sortiert ist (egal wie) und das Pivotelement in jedem Schritt das kleinste oder grote Element
des Rekursionsschrittes ist.

Best und average case

Der bestmogliche Fall ist einfach zu betrachten, denn hier ist das Pivotelement p immer in der
Mitte des Arrays, und damit ist Quicksort ein ausgeglichener Divide-and-Conquer-Algorithmus
mit einem linearen Divide-Schritt. Wie fiir den Mergesort konnen wir also mit a = b = 2 und
f(n) = O(n) den zweiten Fall des Master-Theorems [7.8 anwenden:

qu best(n) = @(l’l log l’l) (86)
Der durchschnittliche Fall ist schwieriger zu beweisen, aber man kann zeigen*

Ts average (n) = O(nlogn). (8.7)

8.3.3 Heapsort

Der Name des Heapsort riihrt von der Datenstruktur des Heaps her. Erinnern wir uns an die
wesentlichen Eigenschaften eines Heaps aus Abschnitt[3.2] Es ist die insbesondere die effiziente
Implementierbarkeit als ein Array, die der Heapsort wesentlich ausnutzt. Er ist, zumindest als
sequenziell implementierter Algorithmus, der beste bekannte Sortieralgorithmus hinsichtlich
Laufzeit- und Speicherplatzkomplexitit. Die grundlegende Idee des Heapsort ist sehr einfach:

1. Die zu sortierenden n Elemente werden in einen Heap einsortiert; dies erfordert eine
Laufzeitkomplexitit von O (nlogn).

2. Das jeweilige Heap-Minimum wird aus dem Heap entfernt und der Heap so verkleinert;
fiir jedes einzelne Minimum erfordert dies O (log n) Iterationen, und da dies fiir jeden der
n Knoten geschieht, haben wir eine Laufzeitkomplexitit von O (nlogn).

Sei wieder a = [a [0],...,a[n - 1]] ein Array von n sortierbaren Elementen.

Definition 8.3 Ein Teilarray [a [],..., a[k]], mit 1 £i £ k £ n, heilit Subheap, wenn

aj < a;j wenn 2j < k,

aj < axjy1 wenn 2j+1 < k. } Vjedi, ...k} (8.8)

“Heun (2000):§2.4.3.
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Ist also a = [a [0],...,a[n - 1]] ein Subheap, so ist a selber ein Heap, siche Abschnittﬂ auf
S.[36] Bevor wir uns dem Heapsort selber widmen, wollen wir zunéchst an die zwei grundle-
genden Editieralgorithmen eines Heap erinnern, insert und extractMax, die wir in Abschnitt[3.2]
kennengelernt haben. Der Algorithmus reheap(/, r) sorgt dafiir, dass ein vorliegender Subheap
[a [[+1],...,a [r]] das Element a[/] davor so einordnet, dass am Ende [a [1],a[l+1],...,a [r]]
ein Subheap ist.

algorithm reheap(al[], left, right) {
input: ein Array a, das einen Subheap [a[l+—1L...,a[r]] hat
output: (in place) ein Subheap [a[ﬂ,a[l+—1L...,a[r]]
I « left; // start 1 from left end
while (2i+1 £ right) { // while there is at least a left child
l—2i+1; r<2(i+1); // index of left and right child
if (r < right) { // does right child exist at all?
if (a[l] > a[r]) { // which child is greater?
max « [;
} else {
max <« r;
}
} else {
max « [;
}
if (ali] < a[max]) { // heap property violated?
ali] & a[max];
I < max;
} else {
i—r+1; // exit loop
}

}

Durch die Heapeigenschaft (3.3) ist der linke Kindknoten des Knotens a[i] eines Heaps das
Element a[2i+1], und der rechte Kindknoten ist a[2(i+1)]. Abbildung[8.2]zeigt die Arbeitsweise
des reheaps. Der Algorithmus reheap benétigt jeweils zwei Vergleiche auf jeder Baumebene,

Abbildung 8.2: Die Subroutine reheap
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also maximal 2 log n Vergleiche fiirden gesamten Baum. Daher betrédgt die Laufzeitkomplexitit
von reheap

Treheap(n) = 0(10g n). 8.9

Mit diesem Algorithmus konnen wir nun den Algorithmus Heapsort fiir ein Array a mit n
sortierbaren Elementen einfiihren. Das Array a muss dabei anfangs kein Heap sein.

algorithm heapsort(al]) {
input: ein Array mit sortierbaren Elementen
output: (in place) das aufsteigend sortierte Array

for (i=[(n—1)/2] down to 0) { // phase 1: Building the heap
reheap(i,n—1);

}

for (i=n—1 down to 1) { // phase 2: Selecting the maximum
al0] & ali];
reheap(0,i —1);

}

}

Wie funktioniert die Sortierung? In Phase 1 (AUfbau des Heaps) wird der Subheap [a[l_(n -
1)/2]+1],...,a[n—1] zu einem Subheap [a[l_(n —-1)/2],...,a[n— 1] erweitert. Die Schleife
wird dabei (n/2)-mal durchlaufen, jede Iteration mit einer Laufzeit von O(logn). In Phase
2 wird ein sortiertes Array im hinteren Teil des Array aufgebaut. Dazu wird das jeweilige
Maximum «[0] mit a[i] ausgetauscht, und somit wird der Heap-Bereich um einen Knoten zu

al0],...,ali— 1] verkleinert. Da [a [1],...,a;1 jeweils ein Subheapist, wird durch reheap mit
ap das Array makes [ [0], [i-1 ] wieder zu einem Subheap:
0 i+1 n-1

18\7\5\6\1\2\4\3\2\(;\9\14\23\31\54\64\72\

Heap-Bereich Folge der n — i — 1 grofiten
Elemente, aufsteigend sortiert

In Phase 2 wird die Schleife (n — 1)-mal durchlaufen. Insgesamt hat also der Heapsort eine
Laufzeitkomplexitit von

Ths(n) = O(nlogn)| (8.10)

im ungiinstigsten Fall.

8.4 Vergleich von Sortieralgorithmen

Zusammengefasst ergeben sich die in Tabelle[8.T|aufgefiihrten Komplexititen der verschiedenen
in diesem Kapitel behandelten Sortieralgorithmen.

Komplexitiat | Bubble/Selection/Insertion Quicksort merge sort heap sort pigeonhole
worst case 0(n?) 0(n?) O(nlnn) O(nlnn) O(n)
average case 0 (n?) O(nlnn) O(nlnn) O(nlnn) O(n)
Speicherplatz o(1) O(Inn) O(n) o(1) O(n)

Tabelle 8.1: Laufzeit- und Speicherplatzkomplexititen verschiedener Sortieralgorithmen. Der Pigeonhole sort
wird dabei auf ein Array natiirlicher Zahlen < O(n) angewandt.
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Ist es moglich, die Suche in unsortierten Datenstrukturen zu optimieren? In Satz @ lernten wir
das theoretische Resultat, dass das Auffinden eines Schliissels in einer unsortierten Datenstruktur
im ungiinstigsten Fall linear ist, d.h. O (n) mit der Anzahl n der Eintrége in der Datenstruktur. Mit
der naiven Brute-Force-Methode (brute force — engl.: ,,rohe Gewalt*), auch erschopfende Suche
oder Exhaustion genannt, erhalten wir im Durchschnitt eine Laufzeitkomplexitit von ®(n), also
auch nur linear. Damit ist die lineare Laufzeit eine mathematisch bewiesene untere Grenze fiir
die Suche in unsortierten Datenstrukturen und kann nicht unterschritten werden.

Allerdings gibt es eine raffinierte Hintertiir, um zumindest die durchschnittliche auf eine
konstante Laufzeitkomplexitidt O (1) zu reduzieren. Diese Hintertiir heit Hashing. Die grundle-
gende Idee des Hashings ist es, den Schliissel der zu speichernden Eintrége zu berechnen und fiir
die Schliisselwerte einen begrenzten Wertebereich vorzusehen. Die Berechnung dieser ,,Hash-
werte* wird durch eine festgelegte Hashfunktion durchgefiihrt. Die Hashwerte dienen dann als
Speicheradresse (,,Referenz*) der Eintrdge, die dann bei der Suche mit derselben Hashfunktion
berechnet werden kann. Salopp formuliert speichert man mit dem Hashverfahren die Eintrige
also chaotisch, kann sich aber die Speicherstelle bei der Suche errechnen.

Ein solches Hashverfahren wird zum Beispiel in Java zur Speicherung von Objekten im
Heapspeicher verwendet (man kann den Hashwert eines Objektes mit der Methode hashCode ()
ermitteln). Auch die Klassen HashSet und HashMap der Java Collections setzen es ein. Hash-
funktionen spielen aber liberraschenderweise auch in ganz anderen Gebieten der Informatik eine
wichtige Rolle, zum Beispiel der Kryptologie: Prominente Beispiele dafiir sind die Hashfunk-
tionen MD5, und SHA-256. Ein kurze Einfiihrung iiber Hashfunktionen gib{T]

1Hackel etal. (2010).
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9.1 Hashwerte

9.1.1 Worter und Alphabete

Um Texte zu schreiben, also um im weiteren Sinne Information zu speichern und auszutauschen,
benotigen wir Symbolzeichen mit eindeutiger Bedeutung. Diese Zeichen sind Buchstaben eines
gegebenen Alphabets, sie bilden Worter eines Textes. Diese Begriffe werden formal wie folgt
definiert.

Definition 9.1 Ein Alphabet ist eine endliche nichtleere Menge X = {ay,...,a;} mit einer
linear Ordnung
a)p < ap <---<ds.

Die Elemente a; heillen Buchstaben. O

Beispiel 9.2 (i) Ein wohlbekanntes Alphabet ist X = {A, B, C, ..., Z}. Es hat 26 Buchstaben.
(ii) In der Informatik ist das bindre Alphabet X = {0, 1} geldufig. Es hat zwei Buchstaben. O

Definition 9.3 Sei X = {aj, ..., a} ein Alphabet.
(1) Ein Wort (oder auch String) iiber X ist eine endliche Folge von Buchstaben,

w=ajai,...a, (ij €A{l,...,s}.

Die Ldnge |w| eines Worts w ist die Anzahl seiner Buchstaben und wird mit |w| bezeichnet.
(i1) Das leere Wort ist definiert als A und hat die Lange 0.
(ii1) Die Menge aller Worter iiber 2 der Lange n € N wird mit X" bezeichnet. Die Menge
aller Worter iiber 2, inklusive des leeren Wortes A, wird mit ~* bezeichnet. Es wird oft auch
Universum genannt. ]

Beachte, dass X" ¢ X* fiir jedes n € N gilt.

Beispiel 9.4 (i) Ein Wort iiber dem Alphabet X aus Beispiel 9.2](1) ist beispielsweise NOVEM-
BER. Es hat die Linge 8, d.h.
NOVEMBER ¢ x¥.

(ii) Ein Wort iiber dem biniren Alphabet X = {0, 1} ist 1001001 € {0, 1}". O

Da Alphabete endliche Mengen sind, konnen ihre Buchstaben eins zu eins den natiirlichen
Zahlen zugeordnet werden. Hat ein Alphabet m Buchstaben, konnen seine Buchstaben mit den
Zahlen

Zm ={0,1,...,m—1} 9.1

identifiziert — oder: ,,codiert — werden. Beispielsweise konnen wir fiir das 26-buchstabige
Alphabet X aus Beispiel[0.2](i) den Code (-) : ¥ — Z,¢ verwenden, der durch

ai ABCDEFGHIJKULMNOP QRS STUVWXYZ
(a;i) 101 234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

9.2)

gegeben ist. Dann gilt z.B. (N) = 13. Ein weiteres Beispiel ist das 127-Buchstabenalphabet des
ASCII-Codes, in dem beispielsweise (A) = 65, (N) = 78, oder (a) = 97 gilt. Der Zahlenwert
zu einem Buchstaben wird auch sein Codepoint genannt. Eine Verallgemeinerung des ASCII-
Codes ist der Unicode, der 2! = 65536 Buchstaben codiert. Die 210 Codepoints werden hier
tiblicherweise in ihrer hexadezimalen Darstellung mit vier Stellen (beachte: 216 = 16%), also

Z 216y = {000016,0001 5, 0002y, . . ., FFFF) 6} (9.3)

Die ersten 28 = 256 Buchstaben und deren Codepoints im Hexadezimalcode ist in Abbildung
9.1] dargestellt.
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Abbildung 9.1: Die ersten 256 Codepoints des Unicode.

9.1.2 Hashfunktionen

Definition 9.5 Eine Hashfunktion ist eine Funktion 7 : W — H einer (moglicherweise unend-
lichen) Menge W c X* von Wortern in eine endliche Menge H C Z ganzer Zahlen namens
Hashwerte abbildet. Dabei ist jeder Hashwert 4 (w) ,,leicht berechenbar®, d.h. die Hashfunktion
stellt einen effizienten Algorithmus dar. Die Menge aller Hashwerte heif3t auch Hashtabelle, und
die Anzahl der Hashwerte heil3t ihre Kapazitdt. Manchmal werden die Hashwerte auch Buckets
genannt, beispielsweise in der Java-API. O

Beispiel 9.6 Sei /i : {0,1}* — {0, 1},
hw)=w, ®...&w|

bitweise XOR-Operation eines beliebig langen Bitstrings. Beispielsweise ist 2(101) = 1901 =
0. Dann ist & eine (sehr einfache) Hashfunktion, and O zum Beispiel ist der Hashwert von 101.
Die Eingabelidnge ist beliebig, die Ausgabe aber stets entweder 0 oder 1, hat also die Linge 1
Bit. Da 4(1001) = 0 gilt, haben die zwei verschiedenen Worter w(!) = 101 and w® = 1001
denselben Hashwert. Weitere Werte ergeben sich aus folgender Wertetabelle:

w ‘00 01 10 11 000 O0O1 010 OI1 100 101 110 111
h(w)‘ o 1 1 0 O 1 1 0 1 0 0 1

94)

Der Hashwert 4 (w) ergibt also stets 0, wenn die Anzahl der Einsen in dem Wort gerade Anzahl
ist, und 1, wenn sie ungerade ist. ]

Beispiel 9.7 Die letzte Ziffer der 13-stelligen ISBN?| ist ein Hashwert, der aus den 12 ersten
Stellen berechnet wird und ,,Priifziffer* genannt wird. Fiir Biicher lauten die ersten drei Ziffern
978 oder 979 gemill dem EAN System,

978W4W5 . W]zh.

2auch ISBN-13 genannt und seit dem 1. Januar 2007 giiltig; http://www.isbn-international.org/


http://www.isbn-international.org/
http://www.isbn-international.org/
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Sei X ={0,1,...,9}. Dann bilden die ersten 12 Ziffern einer ISBN also ein Wort w € >12 und
die letzte Ziffer ist ein Hashwert 4 (w), der durch die Hashfunktion 4 : 2 — ¥

12
) i 1 wenn i/ ungerade,

h(wiwy...wp) == ) gi-w; mod 10 mit g; = 2+(-1) :{ 3 wennigefade 9.5)

i=1 ’
Zum Beispiel ist

h(978389821656) = —138 mod 10 = 2,

da

9 7838 9821 65 6

1 3131 3131 31 3

9 21 8 9 8 27 8 6 1 18 5 18 > 138
Also ist 978-3-89821-656-2 eine giiltige ISBN. O

Hashfunktionen werden in ganz unterschiedlichen Bereichen eingesetzt. So spielen sie nicht
nur eine Rolle bei der Speicherung in Datenbanken, sondern sind auch wesentlich fiir digi-
tale Signaturen in der Kryptologie. Auch die verlissliche Ubertragung von Nachrichten iiber
Netzwerke und in Rechnersystemen basiert auf Hashfunktionen als Priifverfahren, denken wir
dabei beispielsweise an eine Datei als Bitstring im Datenbus eines Computers oder in IP-Pakete
unterteilt {iber das Internet iibertragen. Die Ubertragungswege (,,Kanile) sind meistens ver-
rauscht und kénnen durch Storeffekte Nachrichten in Teilen verdndern. Schlimmstenfalls kann
das dazu fiihren, dass die originale Nachricht so verdndert wird, dass eine falsche, aber sinnvolle
Nachricht beim Empfanger ankommt und er sich darauf verldsst. Ein gebrauchlicher Weg ist es,
der Nachricht eine durch eine Hashfunktion berechnete Priifziffer anzuhéngen:

(w, h(w)).

Sender und Empféanger miissen sich dabei vor der Kommunikation iiber die verwendete Hash-
funktion geeinigt haben. So kann der Empfinger die erhaltene Nachricht w’ in die Hashfunktion
einsetzten, h(w’), und iiberpriifen, ob der vom Empfinger iibertragene Hashwert 4 (w) mit dem
selbst dem selbst berechneten Wert 4(w”) iibereinstimmt, ob also h(w) = h(w’) gilt. Falls diese
beiden Werte nicht iibereinstimmen, so muss ein Ubertragungsfehler aufgetreten sein und die
Nachricht sollte erneut angefordert werden. Im Fall von IP-Paketen oder bei der Ubertragung ist
die Hashfunktion ein einfacher bitweiser Parititscheck.

9.2 Kollisionen

Ganz grundsitzlich kann eine Hashfunktion nicht umkehrbar sein, d.h. fiir einen gegebenen
Hashwert y kann man prinzipiell nicht ,,das* Wort w berechnen, fiir das h(w) = y gilt. (Ma-
thematisch ausgedriickt: Eine Hashfunktion / hat keine Umkehrfunktion 4~!.) Der Grund liegt
darin, dass eine sehr grof3e, oft sogar eine unendlich grole Menge von Wortern auf eine kleine
endliche Menge von Hashwerten abgebildet wird: Es muss also mehrere Worter geben, die auf
einen gegebenen Hashwert abgebildet werden. Man spricht dabei von ,,Kollisionen®.

Definition 9.8 Haben zwei verschiedene Worter denselben Hashwert, gilt also 2(w) = h(w’)
fiir zwei Worter w # w’, so sprechen wir von einer Kollision. O

Es ist schwerer, zu einem bestimmten Wort w eine Kollision (w, y) zu finden als irgend-
eine beliebige Kollision (w’, y’). Mathematisch beweisen ldsst sich das mit dem sogenannten
Geburtstagsparadoxon: Es ist ziemlich unwahrscheinlich, dass in einem Raum mit 23 Personen
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jemand (y) am selben Tag wie Sie (w) Geburtstag hat. Der Geburtstag spielt hier die Rolle des
Hashwertes, d.h. wenn w und w’ am selben Tag Geburtstag haben, gilt 2(w) = h(w’). Aber es
ist sehr wahrscheinlich, ndmlich mehr als 50%, dass sich iiberhaupt zwei Personen w und w’
dort befinden, die an einem beliebigen Tag h(w’) = h(w’) beide Geburtstag haben.

Im Folgenden betrachten wir eine Hashfunktion 4 : £+ — H, die einen beliebigen String
auf einen von n Hashwerten abbildet. Dann bezeichnen wir mit p(m, n) die Wahrscheinlichkeit
einer Kollision bei einer gegebenen Menge von n Wortern:

p(m,n) = Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine Kollision

bei m Hashwerten und » Wortern. (9.6)

Theorem 9.9 Unterder ,,idealen* Voraussetzung, dass eine gegebene Hashfunktion eine Menge
von n Wortern gleichverteilt auf m Hashwerte abbildet, ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens
eine Kollision durch

pmon) = 1 — m(m—1)(m —n21)n---(m—n+l) ©7)

gegeben.

Beweis. Der Beweis des Theorems ist fiir das Verstandnis des weiteren Stoffs nicht notwendig
und kann hier ignoriert werden. Er benotigt Grundkenntnisse in Wahrscheinlichkeitstheorie und
ist daher nicht priifungsrelevant. Fiir Interessierte sei aber auf den Anhang [A.3] auf Seite [[36]
verwiesen. Q.E.D.

Beispiel 9.10 (Kollisionen der XOR-Hashfunktion) Betrachten wir die Hashfunktion aus Bei-
spiel[9.6|— mit der Kapazitit m = 2 —und schrinken ihren Definitionsbereich auf Teilmengen der
Worter der Linge 2 ein, und zwar systematisch der n-elementigen Teilmengen fiir n = 1, 2, 3.
Die folgende Tabelle gibt dabei fiir diese drei Werte von n der Reihe nach in den entsprechenden
Tabellenpositionen angeordnet die Teilmengen, die Hashwerte ihrer Worter und die Angabe,
ob sie Kollisionen enthilt, an; die letzte Zeile gibt die entsprechend die Werte der jeweiligen
Kollisionswahrscheinlichkeit nach Formel wieder:

A 2 | 3 |
) {00} f{o1} | {00,01} {00,10} {00,11} | {00,01,10} {00,01, 11}
Teilmenge
{10} {11} | {01, 10} f{oO1,11} {10,11} | {00, 10,11} {O1,10,11}
0 1 0, 1) O, 1) (0, 0) 0,1, 1) 0, 1,0)
Hashwerte
1 0 1, 1 (1,0 (1,0) 0, 1,0) (1, 1,0)
Kollisionen | 6" nein nein nein ja ja ja
nein nein ja nein nein ja ja
p(2,n) 1-%2=0 1-21=1-3=3 1-20=1-0=1

Daraus erkennen wir, dass p(2,1) = 0 ist, p(2,2) = % und p(2,3) = 1. Mit anderen Worten
kann es keine Kollision bei nur einem Wort geben (n = 1), mit der Wahrscheinlichkeit von 50
% bei zwei Wortern, und bei drei Wortern (n = 3) schlieBlich muss es Kollision auftreten. 0O

Beispiel 9.11 (Geburtstagsparadoxon) Wie wahrscheinlich ist es, dass von n Personen einer
Gruppe (unter Vernachldssigung des 29. Februars) mindestens zwei am gleichen Tag Geburts-
tag haben? In der Tat kann man diese Fragestellung so umformulieren, dass es sich um ein
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Hashwertproblem handelt. Denn die Anzahl der Personen ist die Anzahl n der vorhandenen
Worter, wihrend die Anzahl der Tage eines Jahres die Kapazitit m der Hashwerte darstellt. Die
Hashfunktion ist die Abbildung

h : Person — Geburtstag,

die man zwar nicht berechnen kann, die aber als Mapping-Tabelle implementierbar ist. Haben
zwei Personen (d.h. ,,unterschiedliche Worter*) am gleichen Tag Geburtstag (d.h. ,,den glei-
chen Hashwert*), so handelt es sich also um eine Kollision und unsere Formel ist direkt
anwendbar. Bei drei Personen ist die Wahrscheinlichkeit also beispielsweise

365-364-363 365 364 363
3653 B 365 365 365

Programmiert man die Kollisionswahrscheinlichkeit als Funktion p(m, n) mit zwei natiirlichen
Zahlen als Eingabeparameter, so kann man sich eine Wertetabelle ausgeben lassen (die wir fiir
groflere Werte von m und n besser nicht mit Papier und Bleistift ausrechen). Ein Ausschnitt
dieser Wertetabelle ist in Tabelle [9.1] angegeben. Sie zeigt, dass schon bei 23 Personen die

p(365,3)=1-

= 0,0082 = 0,82%. 9.8)

n | p(365, n)
22| 0,476
23| 0,507
50 | 0,970

Tabelle 9.1: Die Kollisionswahrscheinlichkeiten p(365, n) fiir eine Kapazitiit von m = 365 Hashwerten

Wahrscheinlichkeit, dass zwei davon am selben Tag Geburstag haben, grofler als 50 % sind.
Da bei einem FuBlballspiel inklusive Schiedsrichter 23 Personen auf dem Platz sind, haben
statistisch in jedem zweiten Spiel zwei den gleichen Geburtstag. Bei einer Gruppe von 50
Personen ist die Kollisionswahrscheinlichkeit sogar etwa 97 %, d.h. gleiche Geburstage sind
nahezu unvermeidlich! Diese Phidnomen heift ,,Geburtstagsparadoxon®. O

Nach Gleichung (9.7)) hingt die GroBe einer Kollisionswahrscheinlichkeit von der Kapazitit
m der Hashwerte und der Anzahl n ab, allerdings nicht durch eine geschlossene Formel darstell-
bar. Ebenso wenig kann man die Formel einfach nach n umstellen, wenn man die Werte von
m und p(m,n) kennt. Der ungarisch-amerikanische Mathematiker Paul Halmos (1916-2006)
berechnete allerdings die Abschitzung

n~1.18vVm, 9.9)

so dass p(m,n) = % sieh Exemplarisch sind einige Werte in Tabelle angegeben, darunter
die in der IT-Sicherheit wichtigen Fille 2!'?® und 22°. Das bedeutet in asymptotische Nota-

m | 1.18+m
365 22,49
1000000 117741

2128 3. 1038 1,18-264 ~2.10%Y
2256 1077 1,18 -2 ~4.10%

Tabelle 9.2: Halmos-Schitzwerte fiir n, so dass fiir ein gegebenes m die Wahrscheinlicheit ungeféihr 50 % ist.

tion, dass, wenn bei gegebenem m die Kollisionswahrscheinlichkeit p(m,n) =~ % betrigt, die
Beziehung

n = 0(vm) (9.10)

3Havil (2009);S. 311t.
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gilt. In der Praxis kommen Kollisionen daher weitaus seltener vor als es zunéchst scheint. Denn
Hashwerte werden nur von tatsidchlich verwendeten Wortern berechnet, und es gibt sehr viel
weniger tatsdchlich verwendete Worter als mogliche Hashwerte, jedenfalls wenn die Anzahl m
der moglichen Hashwerte grof genug ist, z.B. m = 22%.

9.3 Kryptologische Hashfunktionen

Definition 9.12 Eine Hashfunktion hei3t kryptologisch (auch schwach kollisionsresistent), wenn
es praktisch undurchfiihrbar ist, zu einem gegebenen Wort ein anderes Wort mit demselben
Hashwert zu finden. Die Anzahl der moglichen Hashwerte einer kryptologischen Hashfunktion
heit auch Blockldnge und wird in Bit angegeben. m|

Bemerkung 9.13 In der Definition taucht der Begriff ,,praktisch undurchfiihrbar* auf. Er ist
etwas vage und bedeutet, dass die Laufzeit zum Auffinden einer Kollision nach dem jeweils
aktuellen Stand der Technik sehr lange dauert. Da eine Kollision nur durch Brute-Force gefunden
werden kann, ist der wesentliche Faktor die Anzahl der moglichen Hashwerte. Bei m moglichen
Hashwerten muss man auch etwa m Worter ausprobieren, um zu einem gegebenen Wort eine
Kollision zu finden. O

Beispiel 9.14 Die bitweise XOR-Funktion aus Beispiel [9.6] ist nicht kryptologisch, denn sie
hat nur m = 2 Hashwerte, also eine Blocklidnge von 1 Bit: Fiir ein gegebenes Wort brauchen
wir durchschnittlich nur zwei andere Worter auszuprobieren, um eine Kollision zu finden, vgl.

Beispiel [9.10] O

Eine kryptologische Hashfunktion muss eine sehr gro3e Anzahl m an Hashwerten haben.
Die ersten solcher Hashfunktionen waren MD4 und MDS5 des Kryptologen Ron Rivest, die
m = 2128 ~ 3,4 .10% Hashwerte, also eine Blocklinge 128 Bit haben. Sie gelten nach heutigem
Stand der Technik als nicht mehr sicher, eine kryptologische Hashfunktion sollte heute eine
Blocklinge von mindestens 160 Bit haben. Eine kleine Ubersicht iiber giéingige kryptologische
Hashfunktionen ist in Tabelle [9.3] gegeben. Alle diese Hashfunktionen geben die Hashwerte

Hashfunktion Blockliinge Hexadezimalstellen Veroffentlichung

MD4 128 Bit 32 1990
MD5 128 Bit 32 1991
SHA-1 160 Bit 40 1993
RIPEMD-160 160 Bit 40 1996
SHA-256 256 Bit 64 2004
SHA3-256 256 Bit 64 2011

Tabelle 9.3: Gebriuchliche kryptologische Hashfunktionen und ihre Blocklingen

als Hexadezimalstring (mit fiihrenden Nullen) aus, bei SHA-256 mit einer Blockldnge von 256
Bit also Hexadezimalstrings der Linge 256/4 = 64. In Java konnen Implementierungen der
Hashfunktionen iiber die Klasse MessageDigest im Paket java.security verwendet werden,
fiir MDS5 und SHA-256 beispielsweise als statische Methoden aufrufbar gemacht wie folgt:

import java.security.MessageDigest;
public class Hashfunktionen {

/** Gibt den mit MD5 gehashten Wert des spezifizierten Texts zuriick.
* @param text der zu hashende Text
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* @return der mit MD5 gehashte Wert
*/
public static String md5(String text) {
String hash = "";
try {
MessageDigest md = MessageDigest.getInstance("MD5");
md.update(text.getBytes("UTF-8"));
// Hashwert mit fiihrenden Nullen:
hash = String.format("%032x", new java.math.BigInteger(1l,md.digest()));
} catch (java.security.NoSuchAlgorithmException nsae) {
System.err.println(nsae.getMessage());
} catch (java.io.UnsupportedEncodingException uee) {
System.err.println(uee.getMessage());

}

return hash;

/** Gibt den mit SHA-256 gehashten Wert des spezifizierten Texts zuriick.
SHA-256 ist eine nach RFC 6234 (https://tools.ietf.org/html/rfc6234)
standardisierte kryptographische Hashfunktion und gilt als sicher.
@param text der zu hashende Text
@return der mit SHA-256 gehashte Wert

*/
public static String sha256(String text) {
String hash = "";
try {
MessageDigest md = MessageDigest.getInstance('SHA-256");
md.update(text.getBytes("UTF-8"));
// Hashwert mit fiihrenden Nullen:
hash = String.format("%064x"™, new java.math.BigInteger(1l,md.digest()));
} catch (java.security.NoSuchAlgorithmException nsae) {
System.err.println(nsae.getMessage());
} catch (java.io.UnsupportedEncodingException uee) {
System.err.println(uee.getMessage());

}
return hash;
}
public static void main(String... args) {

String[] wérter = {"Hagen", "Hagel"};

System.out.println("MD5");

for (String wort : worter) {
System.out.print(" " + wort + ": ");
System.out.println(md5(wort));

System.out.println("SHA-256");
for (String wort : worter) {
System.out.print(" " + wort + ": ");
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System.out.println(sha256(wort));

}

Die Ausgabe ergibt jeweils die folgenden Hashwerte fiir die Worter ,,Hagen* und ,,Hagel*:

Hashfunktion | Wort Hashwert

MD5 Hagen | dceb6a926bc4f7fd56faba2edf005c87
Hagel | cabde3eb8cf20441bc7b880d4eclc23f
SHA-256 Hagen | 0a654b3032812f103184dcd0fabe60d5db9655bcd5ce8058725230312¢30724c¢

Hagel | 5ef205a716ce3279d7ca%ab3d7acbcac95ebdbbOec6d9ale498a24a0682711d9

Einerseits erkennen wir die unterschiedlichen, aber je Hashfunktion stets gleichen Blocklin-
gen der Hashwerte, andererseits die Wirkung nur eines einzigen geidnderten Buchstabens, der
den Hashwert drastisch verdndert. SHA-256 spielt eine wesentliche Rolle beim Mining des
Kryptogeldes Bitcoin[4]

9.4 Speichern und Suchen mit Hashing

Die grundsitzliche Idee des Hashings ist, eine Menge U von Wortern in eine Hashtabelle (in Java
eine HashMap) gespeichert wird. Aus Sicht der Worter ist die Datenstruktur unsortiert, insbeson-
dere konnen auch unsortierbare Worter gespeichert werden. ,,Unter der Haube* allerdings ist
eine Hashtabelle iiber die Hashwerte als sortierbare natiirliche Zahlen sehr wohl sortiert. Denn
durch eine zugrunde gelegte Hashfunktion wird der Hashwert eines zu speichernden Wortes
als Speicheradresse berechnet, von der ein Zeiger auf das gespeicherte Wort verweist. Genauer
gesagt wird also eine gegebene Hashfunktion

h:U—{0,....m—-1}, w h(w)

verwendet, um einem zu speicherndem Wort w die Speicheradresse h(w) der Hashtabelle
zuzuordnen. Das Hashing-Prinzip wird in Abbildung[9.2]skizziert. Bildlich gesprochen verteilt

Abbildung 9.2: Das Prinzip des Hashings. Hier sind die zu speichernden Eintriige aus der Menge U = Z ;¢ =
{0, 1, ..., 15}, die Hashtabelle ¢t mit der Kapazitit m = 10 und der Hashfunktion 2(w) = w mod 10.

die Hashfunktion die n Worter aus U also in m nummerierte Container, von denen jeder ein
Eintrag in der Hashtabelle darstellt. In einer Hashtabelle heilen die Hashwerte Schliissel, da
sie auf die Speicherplidtze verweisen. AuBerem spricht man bei Hashtabellen meist nicht von
Wortern oder Strings, sondern von Eintréigen, da es sich ja um Datenstrukturen handelt.

4http://www.spektrum.de/artikel/1547029
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Beispiel 9.15 Konstruieren wir zur Klidrung des Hashingprinzips eine einfache Hashtabelle. Es
seien die Menge der zu speichernden Worter

U ={22,29,47,59,67,72}.
und /& : U — Zy; die zugrunde liegende Hashfunktion
h(w) =w mod 11.

Daraus ergibt sich die folgende Belegung der Hashtabelle:

0 22
1 67
2

3 47
4 59
5

6 72
7 29
8

9

10

Wollen wir nun einen Eintrag in dieser Datenstruktur suchen, beispielsweise w = 47, so berech-
nen wir seinen Hashwert, also z.B. #(47) =47 mod 11 = 3, und haben damit die Speicheradresse
des Eintrags ermittelt. Auch die erfolglose Suche wird damit ermoglicht: Wollen wir einen Ein-
trag suchen, der nicht in der Hashtabelle gespeichert ist, beispielsweise w = 35, so berechnen
wir die Speicheradresse /#(35) = 2 und stellen fest, dass in Container 2 kein Eintrag gespeichert
ist, also die 35 nicht in der Hashtabelle steht. O

Ahnlich funktioniert der Heapspeicher der Virtual Machine in Java, in dem alle erzeugten
Objekte gespeichert werden. Der Schliissel errechnet sich dabei iiber eine interne Hashfunktion
aus den Attributwerten des Objekts und kann iiber die Methode hashCode () abgerufen werden.

Beispiel 9.16 Modifizieren wir die Hashtabelle aus Beispiel und speichern die Worter
U ={22,29,33,47,59,67,72,84,91}.

mit derselben Hashfunktion #(w) = w mod 11. Daraus ergibt sich die folgende Belegung der
Hashtabelle:

) | w |
0 [ 22,33
I | 67
2
3 47,91
RS
5
6 | 72
7 29,84
8
9
10
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Wir erkennen sofort, dass Kollisionen zu einer Mehrfachbelegung einer Speicheradresse fiihren.
Nach Formel (9.7) betrigt die Kollisionswahrscheinlichkeit fiir unsere Hashtabelle mit der
Kapazitit m = 11 und n = 9 genau

11-10-...-3
p(11,9)=1- ——— =0,992. (9.11)
11°
Das gibt zu iiber 99 %, also fast sicher, eine Kollision! m]

Bei Hashtabellen spricht man bei Kollisionen auch von Uberlc'iufen, und ein Eintrag w’,
dessen Schliissel #(w’) schon besetzt ist, heiBt Uberliufer, Vgl Wie konnen wir mit diesem
Problem umgehen?

9.4.1 Strategien der Kollisionsauflosung

Einerseits sind Kollisionen nach Konstruktion von Hashfunktionen unvermeidlich, zumal die
Kapazitit einer Hashtabelle nicht die enormen Groflenordnungen der Kapazititen kryptogra-
phischer Hashfunktionen annehmen kann. Andererseits miissen wir von einer Hashtabelle als
Datenstruktur eine verlédssliche Speicherung und Abrufbarkeit verlangen, systembedingte Da-
tenverluste sind absolut zu vermeiden. Zur Losung dieses Problems gibt es mehrere Strategien,
die wir in diesem Abschnitt kennenlernen werden.

Hashing mit Verkettung

Beim Hashing mit Verkettung verweisen die Speicheradressen der Schliissel nicht auf einen
Eintrag, sondern auf eine verkettete Liste. Diese Liste ist anfangs leer und wird im Falle einer
Kollision einfach um den neuen Eintrag erweitert. Bei den Kollisionen in Beispiel [9.16] ergibt
sich dann die Hashtabelle in Abbildung

o [*1—=[33 [« =22 [*]—=n1L
1 [o=[67 |+ NIL

5 [*—=n1L

3 (o= [O1 [of—=47 [+f—=n1L
a [F—B0 [F—

5 |*T— NIL

6 (T[22 =N

7 [fF—=29 [*F—={84 [*}—= N

g [*T—nNIL

9 [*F—=nNIL

10 [*T —NIL

Abbildung 9.3: Hashing mit Verkettung.

5Ottmann und Widmayer| (2012):§4.2.
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Hashing mit offener Adressierung

Eine zweite Strategie zur Auflosung von Kollisionen einer Hashtabelle ist das offene Hashing
oder Hashing mit offener Adressierung. Die Grundidee ist, beim Speichern eines Eintrags eine
festgelegte Liste von verschiedenen Hashfunktionen

ho, hi, ..., hy—1 (9.12)

der Reihe nach solange zu verwenden, bis eine Speicheradresse frei ist. Hierbei ist m wie
iiblich die Kapazitit der Hashtabelle. Das Verfahren hat gegeniiber dem Hashingmit Verkettung
den Vorteil, dass wir keine verkettete Liste als Hilfsstruktur brauchen. Ein Nachteil jedoch ist,
dass nach spitestens m Eintrigen die Hashtabelle voll ist und keinen weiteren Eintrag mehr
speichern kann. Auch kann es bei hdufigem Speichern und Loschen der Eintrige zu starken
Laufzeitverlusten kommen, wie im Folgenden néher erldautert wird.

Betrachten wir dhnlich wie in Beeispiel@] die zu speichernde Menge U = {39, 43, 61, 67,
75}, die Hashtabelle mit der Schliisselmenge {0, 1, ..., 10}, d.h. der Kapazitit 11, und und der
Liste von Hashfunktionen

h;(w) =w+imod 11 miti =0,1,...,m—1, (9.13)

also hg(w) =wmod 11, hj(w) = w+1mod 11, h3(w) = w+2 mod 11, usw. (Das offene Hashing
mit einer solchen Liste von Hashfunktionen heif3t auch ,,lineares Sondieren®.) Eine Kollision
entsteht dann fiir v = 39 und w = 61, da ho(v) = ho(w) = 6 gilt. Ist 61 der spiter zu speichernde

f RN Rl S = IV I S VS =

—

Abbildung 9.4: Hashing mit offener Adressierung.

Eintrag, so wird die Kollision versucht aufzuldsen, indem die nichste Hashfunktion verwendet
wird, also i1 (61) = 7. Da dieser Speicherplatz noch frei ist, wird die 61 dort gespeichert; wire
er auch besetzt gewesen, so wire die nachste Hashfunktion mit /,(61) = 8 verwendet worden,
usw.

Wie kann man nun einen Eintrag suchen? Man muss wie beim Abspeichern dieselbe Liste
an Hashfunktionen sequenziell anwenden und jedes Mal schauen, ob der jeweils berechnete
Schliissel auf den Eintrag verweist. Falls nicht, wird die nichste Hashfunktion verwendet, usw.
Ein Nachteil ist, dass ein geloschter Eintrag nicht zu kiirzeren Suchlaufzeiten fiihren muss.
Nehmen wir in unserem Beispiel an, die 39 wird aus dem Speicherplatz geloscht, dann ist der
Schliissel £ = 6 zwar frei, aber die Suche nach der 61 bleibt dennoch gleich lang. Daher ist das
offene Hashing nicht gut geeignet ...

e ... fiir sehr dynamische Anwendungen, bei denen viele Eintrage geloscht und gespeichert
werden;
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e ..in Fillen, in denen zu erwarten ist, dass die Anzahl der zu speichernden Werte grof3er
werden kann als die Anzahl der Schliissel.

Komplexitiatsanalyse

Zur Berechnung der Laufzeitkomplexitdten des Hashings mit den verschiedenen Strategien zur
Kollisionsauflosung ist der Auslastungsfaktor[®], oder Belegungsfaktor’} englisch load factor, der
einfach das Verhiltnis von belegten Plitzen zur Kapazitit ist und mit « (,,Alpha*) bezeichnet
wird:
n
a=—. (9.14)
m
Eine leere Hashtabelle (n = 0) hat den Auslastungsfaktor @ = 0, eine voll besetzte @ = 1, und

eine iliberbesetzte @ > 1. Demnach ist eine Komplexititsanalyse fiir das offene Hashing nicht

Kollisionsauflosung Einfiigen | erfolgreiche Suche | erfolglose Suche
mit Verkettung 0 1+a/2 l+a
1 1 1 1 1
ffenes Hashi 1 =) | 501 )
offenes Hashing (o < 1) o 3 +(1—a/)2 3 +(1—a)

Tabelle 9.4: Durchschnittliche Anzahl der Sondierungen fiir verschiedene Operationen einer Hashtabelle. Nac

sinnvoll, da die Anzahl der zu speichernden Eintrige stets durch die Kapazitit gedeckelt ist,
d.h. n < m. Aber man kann die Anzahl der Sondierungen, d.h. die zur Einfiigung, Suche oder
Loschung eines Eintrags notwendige Anzahl von Vergleichen, berechnen. Sie hingen ab von
dem Auslastungsfaktor ¢ und sind in Tabelle 0.4] aufgefiihrt. Fiir das Hashing mit Verkettung
allerdings konnen wir dariiber hinaus fiir ein beliebiges, aber festes m das folgende Theorem
herleiten.

Theorem 9.17 Die durchschnittliche Anzahl Nyean der fiir eine erfolglose Suche in einer Hash-
tabelle auf Basis des Hashing mit Verkettung notwendigen Sondierungen betriigt bei einer
Kapaczitdt m und fiir n Eintrdge

n {@(1) fiirn < m,

Nmean(m,n) =1+ E = ®(n) fiirn>m. (9.15)

Fiir eine erfolgreiche Suche braucht man im Schnitt sogar nur 1— 5.~ Sondierungen. Entsprechend
ist die Laufzeitkomplexitdit der Suche in einer Hashtabelle auf Basis des Hashing mit Verkettung
bei einer gegebenen Kapazitit m und fiir n Eintrdge im ungiinstigsten Fall

Tyorst(n) = O(n), (9.16)
also in Einklang mit Theorem[2. 1| nur linear.

Beweis. Zur Herleitung der durchschnittlichen Anzahl der Sondierungen miissen wir die zu-
nichst die beiden notwendigen Teiloperationen der Suche berechnen: Erst berechnet die Hash-
funktion den Schliissel, sodann muss die von ihm referenzierte Liste durchlaufen werden. Die
Hashfunktion braucht fiir ihre Berechnung eine konstante Laufzeit ©(1), die verkettete Liste
hat im Durchschnitt n/m Eintrage. Die einzigen Sondierungen, die also durchgefiihrt werden
miissen, sind die Vergleiche mit den Eintrigen der verketteten Liste, bei einer erfolglosen
Suche muss dabei die gesamte Liste durchlaufen werden, also folgt die erste Gleichung in
(9.15); fiir die erfolgreiche Suche muss im Schnitt nur die halbe Liste durchlaufen werden, also

6Giiting (1997):S.106.
7Ottmann und Widmayer (2012);S.192.
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Nmean(n) = 1 — 5-. Die zweite Gleichung folgt durch die Fallunterscheidung, denn solange
n<mgilt ist 1 + n/m < 2 = O(1); fiir groBere n gilt bei festem m schon nach Definition der
Theta-Notation 1 + n/m = ©(n).

Fiir die worst-case Abschitzung miissen wir die Laufzeiten der beiden Teiloperationen im
ungiinstigsten Fall abschitzen: Die Berechnung des Hashwerts ist stets (1), die verkettete Liste
jedoch hat im ungiinstigsten Fall, dass alle n Eintrige denselben Schliissel haben, die Léange n,
und schlimmstensfalls muss die gesamte Liste durchsucht werden. Das ergibt die Abschidtzung

Tworst(n) = O(1 + n), also Gleichung (9.16)). Q.E.D.
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10.1 Grundlegende Begriffe

Ein Graph stellt eine Menge von Objekten und deren Beziehungen zueinander dar. Die Objekte
werden Knoten (engl. vertex oder node) genannt, die Beziehungen KantenindexKanten (engl.
edge). Einige Beispiele dafiir sind:

Graph Objekte Beziehungen

Soziales Netzwerk Personen A kennt B

Rechnernetz Netzwerkkarten A ist mit B verbunden

Turnier Spieler/Teams A gewinnt gegen B

Straf3enkarte Stiadte Es fiihrt eine Stra3e von A nach B

Eine Kante ist normalerweise gerichtet, wird also durch einen Pfeil — dargestellt. In einer
StraBenkarte entspicht eine gerichtete Kante zum Beispiel einer Einbahnstrale. Eine ungerichtete
Kante ist in ihren beiden Richtungen symmetrisch und wird durch einen Doppelpfeil & oder
durch eine Linie — dargestellt.

Definition 10.1 Ein Digraph, oder auch gerichteter Graph (engl. directed graph) ist ein Paar
G = (V, E) von zwei Mengen V und E, fiir die gilt:

1. V ist eine endliche nichtleere Menge, deren Elemente die Knoten (vertices, Plural von
vertex) des Digraphen sind.

2. Die Menge E C V x V der gerichteten Kanten (v, w) mit dem Startknoten v und dem
Endknoten w.

109
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Besteht ein Graph nur aus ungerichteten Kanten, so ist er ein ungerichteter Graph. In diesem
Falle ist eine ungerichtete Kante {v,w} C V mit ihren Endpunkten v und w darstellbar; eine
ungerichtete Kante ist also eine hochstens zweielementige Teilmenge der Knotenmenge V. O

In diesem Skript wird ein Digraph haufig einfach nur kurz ,,Graph* genannt. Wir folgen damit

Abbildung 10.1: Gerichtete und ungerichtete Graphen.

der in der Informatik gebrduchlichen Bezeichnungskonvention von'} in mathematisch orien-
tierten Lehrwerken versteht man dagegen unter dem Begriff ,,Graph® umgekehrt eher einen
ungerichteten Graphen vgl 7

Eine Kante ist mathematisch also ein Paar von Knoten. Die Kante e = (v, w) stellt also die
Beziehung v —— w dar. So ist zum Beipiel der erste Graph in Abbildung[10.T|gerichtet, und V
und E sind durch

V={1,2,3,4,5}, E =1{(1,2),(2,3),(2,4),(3,4),(3,5),(4,1),(4,4),(5,3),(5,4)}
gegeben, der zweite dagegen durch
vV ={1,2,3,4,5}, E = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2.4},{2,5},{4,5}}

Beachten Sie: Die (gerichtete) Kante (v, w) ist ungleich der Kante (w,v). Eine ungerichtete
Kante {v, w} dagegen ist gleich der Kante {w, v}.

Im Folgenden geben wir einige wichtige Eigenschaften von Digraphen und weitere Defini-
tionen anf| Es seien dabei stets v, w € V gegebene Knoten:

 Ein Digraph kann die Kante e = (v, v) enthalten; eine solche Kante heifit Schlinge (engl.
self-loop).

* Ist (v,w) € E eine Kante, so heiBlen die Knoten v und w adjazent oder benachbart.

* Die Anzahl Kanten eines Graphen bezeichnen wir im Folgenden stets mit m = |E|, die
Anzahl der Knoten mit n = |V/|.

Bemerkung 10.2 Die maximal mogliche Anzahl m = |E| an Kanten, die ein Graph oder
Digtaph mit n Knoten hochstens haben kann, konnen wir je nach Fall wie folgt abschitzen.
Wir miissen dabei immer nur beachten, dass die maximal mogliche Kantenanzahl bei gegebener
Knotenanzahl dann gegeben ist, wenn jeder Knoten mit jedem Knoten verbunden ist:

(a) Ein ungerichteter schlingenfreier Graph kann hochstens (5) Paare enthalten, d.h. fiir die

Kantenzahl m gilt stets
n\ n(n-1)
< =—. 10.1

1Krumke und Noltemeier (2012).
2Diestel (2000); Kaderali und Poguntke (1995).
3Krumke und Noltemeier (2012):§2.
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(b) Ein ungerichteter Graph mit Schlingen kann hochstens (';) Paare plus n Schlingen enthal-

ten.Dan+(’;):n+”("—2_1):w,gilt

m < (”; 1). (10.2)

(c) Ein schlingenfreier Digraph mit n Knoten kann hochstens (g) Paare enthalten, und jedes
Paar kann maximal zwei Richtungen haben, d.h. ein solcher Graph kann hochstens 2(;)
Kanten besitzen, also

m<2. (’;) —n(n—1) (10.3)

(d) Ein Digraph mit Schlingen kann demnach hochstens n(n — 1) + n = n> Kanten enthalten,
d.h.
m < n’. (10.4)

Ein Graph mit n Knoten hat also genauso wie ein Digraph mit n Knoten, hochstens O (n?)
Kanten. i

10.2 Darstellung von Graphen

Wie kann ein Graph in einem Computer dargestellt werden? Im Wesentlichen sind drei Darstel-
lungsarten gebrauchlich, zwei davon werden wir in diesem Abschnitt naher betrachten. Es seiim
Folgenden n = |V| immer die Anzahl der Knoten eines Graphen und es gelte V = {vy,...,v,}.

10.2.1 Adjazenzmatrix
Die Adjazenzmatrix A = (a;;) eines Graphen G = (V, E) ist eine (n X n)-Matrix, deren Eintriige
durch

(10.5)

1 wenn (v;,v;) € E,
a,-j =
0 sonst

definiert sind. Fiir den linken Graphen in Abbildung [I0.1] gilt v; =, miti = 1, ..., 5, und die
Adjazenzmatrix ist die (5 X 5)-Matrix

(10.6)

o>

I
= =)
el
—_ o O = O
e )
oo~ OO

10.2.2 Adjazenzliste

In einer Adjazenzliste wird jedem Knoten eine verkettete Liste aller seiner Nachbarn zugeordnet.
Fiir den linken Graphen in Abbildung[I0.1] gilt zum Beispiel

[1]: (2T o}— not

(20 [3 o3 [o}—n
(30 (A5 [o}— nu
[4]: (Ao T [o}—ntt
[5): (AT o3 [o}—nu

4Kaderali und Poguntke (1995):§4.1.8.
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Beispiel 10.3 (Darstellungen eines Digraphen) Erldautern wir die verschiedenen Moglichkeiten
zur Darstellung eines Graphen anhand eines einfachen Beispiels, des Digraphen aus Abbildung
[10.2] Die Menge V der Knoten und die Menge E der Kanten fiir ihn lautet:

()
& e

Abbildung 10.2: Digraph mit 3 Knoten.

V={ab,c}, E ={(a,b), (b, a), (b, c),(c,a)},
d. h. die Anzahl der Knoten n = |V| und die Anzahl der Kanten m = |E]| ist
n=3, m=4.

Die Adjazenzmatrix A dieses Digraphen ergibt sich aus der ,,Start-Ziel“-Tabelle

nach |a b ¢
von 010
a 01 0 also A=|11 0 1
1 0 1 1 00
c 1 0

Die Darstellung des Digraphen mit Adjazenzlisten dagegen sieht wie folgt aus:

IZ]: @null
(0]: [a [eb—{c[e}—nu
: @null

In der Adjazenzmatrix des Digraphen befinden sich so viele Einsen wie es Kanten gibt, nimlich
4, und auch die Gesamtzahl der in den Adjazenzlisten gespeicherten Knoten ist gleich m. O

Beispiel 10.4 (Darstellungen eines ungerichteten Graphen) Betrachten wir statt des gerichteten
Graphen in Abbildung [[0.2] den ungerichteten Graphen aus Abbildung [10.3] Die Menge V der

A

Abbildung 10.3: Ungerichteter Graph mit 3 Knoten.

Knoten und die Menge E der Kanten fiir ihn lautet:
V ={a,b,c}, E ={{a,b},{a,c)}, {b,c}},
d. h. die Anzahl der Knoten n = |V| und die Anzahl der Kanten m = |E]| ist gleich:
n=23, m=3.

Wir sehen hier, insbesondere am Beipiel der Kanten zwischen den Knoten a und b der Graphen in
Abbildung [10.2]und [T0.3] noch mal den Unterschied der Kantenzihlung eines ungerichteten im
Gegensatz zu der eines gerichteten Graphen: In einem ungerichteten Graphen werden die Kanten
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unabhingig von ihrer Richtung gezihlt! Die Adjazenzmatrix A des ungerichteten Graphen ergibt
sich wieder aus der ,,Start-Ziel*“-Tabelle

nach |a b ¢
von 01 1
a 0 1 1 also A=|11 0 1
1 0 1 10
C 1 1

Wir sehen hier, das die Adjazenzmatrix eines ungerichteten Graphen symmetrisch ist. Die
Darstellung des Graphen dagegen sieht wie folgt aus:

E]:’blﬁ‘——ﬂclo{—enull
(5]: [aTo—{e To—nit
(o] [aTe—{E o

In der Adjazenzmatrix des Graphen befinden sich doppelt so viele Einsen wie es Kanten gibt —
namlich 6 — und auch die Gesamtzahl der in den Adjazenzlisten gespeicherten Knoten ist gleich
2m. m|

10.2.3 Adjazenzmatrizen contra Adjazenzlisten

Welche der Darstellungsmoglichkeit ist besser, Adjazenzmatrix oder Adjazenzliste? Wie hdufig
bei komplexen Sachverhalten ist auch hier die Antwort ein differenziertes ,,Es kommt drauf an®.
Denn abhingig von der hauptsédchlich vorgesehenen Operation hat entweder die eine oder die
andere Darstellung ihre Laufzeitvorteile. Ebenso hat die erwartete Struktur sehr groer Graphen
Einfluss auf die Bevorzugnung der einen oder der anderen Darstellungsart.

Kantenpriifung. Ein Vorteil der Darstellung eines Graphen durch eine Adjazenzmatrix ist die
Priifung, ob eine Kante zwischen Knoten v; und Knoten v existiert, ob also (v;, v;) € E gilt.
Da dafiir nur zu priifen ist, ob der Eintrag a;; der Matrix 1 ist, und der Zugriff auf einen Array-
Eintrag unabhingig von der Knotenzahl » und der Kantenzahl m ist, ist die Laufzeitkomplexitat
der Kantenpriifung konstant, d.h. O(1). Die Laufzeit bei einer Darstellung mit Adjazenzlisten
dagegen betrdgt O(m), denn im ungiinstigsten Fall miissen alle Adjazenzlisten bis zum Ende
durchsucht werden. Adjazenzlisten eignen sich daher weniger fiir Graphen mit sehr vielen
Kanten, d.h. m > 1, als die Adjazenzmatrix.

Speicherbedarf. Der Speicherbedarf fiir einen Graphen mit n = |V| Knoten und m = |E|
Kanten betrigt fiir die Darstellung mit Adjazenzlisten Sy = @(n + m); da m = O(n?), wie wir
oben gesehen haben, ist Sy = O(n?). Fiir die Adjazenzmatrix eines solchen Graphen benétigt
man eine Speicherplatzkomplexitit Say, = @ (n?) fiir die n> Matrixeintriige. Eine Darstellung mit
Adjazenzmatrix sollte unter Speichergesichtspunkten einer Implementierung mit Adjazenzlisten
also nur vorgezogen werden, wenn es deutlich mehr Kanten als Knoten gibt, d.h. m > n.

Kriterium \ Adjazenzmatrix Adjazenzliste
Speicherbedarf 0(n?) O(n+m)
Laufzeit der Kantenpriifung ,,(v;,v;) € E7 o(1) O(m)
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10.3 Traversierung von Graphen

Ein erstes algorithmisches Graphenproblem, welches wir angehen wollen und auf welchem viele
Algorithmen auf Graphen basieren, ist das systematische Aufsuchen aller von einem gegebenen
Startknoten aus erreichbaren Knoten eines Graphen. Mit anderen Worten: Wie kann ein Graph
»traversiert” werden? Es gibt zwei wichtige Suchstrategien, die auf jedem Graphen angewendet
werden konnen, die Tiefensuche und die Breitensuche5| Wir werden sie beide in diesem Abschnitt
kennenlernen.

10.3.1 Tiefensuche

Die Tiefensuche (engl. depth-first search, DFS) besucht alle Knoten, die von einem gegebenen
Knoten v aus erreichbar sind. Wie der Name bereits andeutet, geht der Suchweg stets so ,,tief*
wie moglich und nétig, d.h. weg vom Startknoten. Damit er nicht Wege doppelt geht, wird ein
bereits besuchter Knoten markiert. In Abbildung|[I0.4]ist sie an einem Beispielgraphen illustriert,

Abbildung 10.4: Ein Graph, in dem die Tiefensuche von Knoten 1 aus die Knoten in der Reihenfolge 2, 3, ..., 6
besucht.

in dem die Knoten in der Reihenfolge ihres Besuchs durch die Tiefensuche nummeriert sind.
Knoten 4 ist hier von 1 aus gesehen der ,.tiefste* Knoten.

Eine besonders kurze und elegante rekursive Implementierung der Tiefensuche gelingt, wenn
man die Knoten als Objekte mit ihrer Adjazenzliste und einer Boole’schen Variable als Attribute
entwirft, also wie im folgenden Klassendiagramm:

Knoten
# adjazenz: LinkedList<Knoten>
# markiert: boolean
% | + Knoten(LinkedList<Knoten>)
+ setAdjazenz(LinkedList<Knoten>) : void
+ getAdjazenz(): LinkedList<Knoten>
+ markieren(): void
+ istMarkiert(): boolean

Graph
# v: Knoten[] 1
+ dfs(Knoten): void

Die Zahl 1 und der Stern in dem Klassendiagramm hei3en ,,Multiplizitit* und beschreiben die
Situation, dass ein Objekt der Klasse Graph mehrere Objekte der Klasse Knoten kennen kann,
jedes einzelne Knotenobjekt dagegen nur ein Objekt der Klasse Graph. Fiir die Tiefensuche rele-
vants sind die Methoden der Klasse Knoten. Hierbei geben getAdjazenz und istMarkiert die
jeweils aktuellen Zustandswerte der beiden Attribute zuriick, wihrend die Methode markieren
einfach nur das Attribut markiert auf true setzt, das im Konstruktor des Knotens auf false
initialisiert wird.

algorithm dfs(x) {
input: ein Knoten x des Netzwerks

5Krumke und Noltemeier (2012):87.
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if (not x.istMarkiert()) {
x.markieren();
for (y : x.getAdjazenz()) {
dfs(y);
}

Komplexititsanalyse. Fiir einen zusammenhédngenden Graphen mit n Knoten und m (gerich-
teten) Kanten wird die Tiefensuche dfs mindestens n Mal aufgerufen, denn jeder Knoten wird
markiert, aber maximal m Mal, denn die for-Schleife kann insgesamt nicht ofter durchlaufen
werden. Da die Aufruftiefe hochstens n sein kann, ndmlich wenn der Graph eine lineare Kette
von Knoten ist, ist der Speicherplatzbedarf der Tiefensuche hochstens linear, unabhéngig von
der Kantenzahl m. Zusammengefasst erhalten wir also:

Tats(n,m) = O(n+ m), Sats(n) = O(n). (10.7)

10.3.2 Breitensuche

Im Gegensatz zur Tiefensuche durchsucht die Breitensuche (engl. breadth first search, BFS) alle
erreichbaren Knoten, indem zuerst die direkte Nachbarschaft, also die ,,Breite*, besucht wird,
danach dann deren Nachbarschaft und so weiter. Abbildung [10.5]skizziert das Vorgehen dieses

Abbildung 10.5: Ein Graph, in dem die Breitensuche in der Reihenfolge 1, 2, ..., 9 besucht.

Algorithmus bei einem Graphen, in dem die Knoten nach der Besuchsreihenfolge nummeriert
sind. Ebenso wie bei der Tiefensuche muss ein bereits besuchter Knoten markiert werden, damit
seine Nachbarschaft nicht mehrfach durchlaufen wird. Eine objektorientierte Implementierung
ist mit dem folgenden Klassendiagramm moglich.

Knoten
# adjazenz: LinkedList<Knoten>
Graph # markiert: boolean
# v: Knoten[] 1 Ty Knoten(LinkedList<Knoten>)
+ bfs(Knoten): void + getAdjazenz(): LinkedList<Knoten>
+ markieren(): void
+ istMarkiert(): boolean

Die Klasse Knoten ist hierbei dieselbe wie oben bei der Tiefensuche. Der Algorithmus bfs
der Breitensuche benétigt eine Queue als lokale Datenstruktur, in die die noch zu besuchenden
Knoten zwischengespeichert werden.

algorithm bfs(x) {
input: ein Knoten x des Netzwerks
x.markieren();
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q.offer(x); // enqueue x in a queue ¢
while (not queue.isEmpty()) {
y « g.poll(); // dequeue next node to visit its neighbors

for (z : y.getAdjacency()) {
if (not z.istMarkiert()) {
z.markieren();
q.offer(z); //enqueue new neighbor

Komplexititsanalyse. Fiir einen zusammenhédngenden Graphen mit n Knoten und m (gerich-
teten) konnen in der Queue maximal n Knoten gleichzeitig gespeichert werden, nimlich im
ungiinstigsten Fall, in dem alle Knoten in der Nachbarschaft des Startknotens liegen. Daraus
folgt, dass der Speicherbedarf der Breitensuche O(n) ist, unabhéngig von der Kantenzahl. Die
while-Schleife wird entsprechend hochstens n Mal durchlaufen. Da zudem aber die Aufrufe der
inneren for-Schleife insgesamt nicht hoher sein kann als die Anzahl m der Kanten, gilt fiir die
Laufzeitkomplexitit O (n + m). Zusammengefasst erhalten wir also:

Tvis(n,m) = O(n + m), Svis(n) = O(n). (10.8)



Wege und Kreise

Ein Weg oder Pfad (im Englischen path oder walk) in einem gegebenen Graph ist ein Kantenzug,
also eine Folge von Kanten, in der der Endknoten der Vorgingerkante der Startknoten der
Nachfolgerkante ist. Wir werden einen Weg stets als eine Folge seiner Knoten schreiben, also p =
(vo, - - - , vi). Hierbei miissen stets zwei aufeinanderfolgende Knoten v; und v;y fiir0 < i < k-1
auch eine Kante bilden, d.h. es muss (v;,v;4+1) € E gelten. Die Léinge |p| eines Weges p ist
definiert als die Anzahl seiner Kanten. Der Weg p = (vo, . .., v¢) hat also die Linge

lpl =1(vo,....vi)l = k. (11.1)
Ein Weg heiBit einfach, wenn er keine Kante mehrfach enthal(T]

Definition 11.1 Ein geschlossener Weg (vo, . . ., vk, vo), d.h. ein Weg, dessen Startknoten gleich
seinem Endknoten ist, heillt Kreis oder Zyklus. Ein Graph, in dem es keine Kreise gibt, heil3t
kreisfrei oder azyklisch. O

Definition 11.2 Ein Kreis, in dem jeder Knoten des Graphen genau einmal aufgesucht wird,
heillt Hamiltonkreis. Ein Kreis, in dem jede Kante des Graphen genau einmal aufgesucht wird,
heillt Eulerkreis. m|

Beispiel 11.3 In der Gruppenphase der Endrunde einer Fulballweltmeisterschaft sind 32 teil-
nehende Nationen in acht Gruppen mit jeweils vier Mannschaften aufgeteilt. Jede Gruppe spielt
im Modus jeder gegen jeden, d.h. es gibt insgesamt (g) = 6 Spiele je Gruppe. Jedes Spiel kann
entweder als eine einzelne gerichtete Kante dargestellt werden, deren Startpunkt die Gewinner-
mannschaft ist und deren Endpunkt das Verliererteam, oder im Falle eines Unentschiedens als
eine ungerichtete Kante zwischen beiden gegnerischen Mannschaften. Zum Beispiel bestand die

Group E

Irland — Italien 1:0 Mannschaft Tore Pkt.
Norwegen — Mexiko 1:0 Mexiko(M) 3:3 4
Italien —Norwegen 1:0 Irland (E) 2:2 4
Mexiko - Irland 2:1 Italien (I) 22 4
Italien — Mexiko 1:1 Norwegen (N) 1:1 4
Irland —Norwegen 0:0

Abbildung 11.1: Graph, der die Spielergebnisse der Gruppe E bei der WM 1994 darstellt.

Gruppe E bei der Weltmeisterschaft 1994 in den USA aus den Mannschaften Irland (E), Italien

1Krumke und Noltemeiern (2012):83.1.
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(), Mexiko (M) und Norwegen (N), der ,,Spielegraph* dieser Grupppe ist in Abbildung
skizziert. Diese Gruppe ist die einzige Gruppe der Geschichte der Fulball-WM, in der alle vier
Mannschaften dieselbe Punktezahl erreichten. O

11.1 Das Hamiltonkreisproblem HC

Das Hamiltonkreisproblem (Hamiltonian cycle problem, HC) ist die Frage, ob in einem gegebe-
nen Graphen ein Hamiltonkreis existiert, ob es also gemif Definition [IT.2]einen Kreis gibt, der
alle Knoten des Graphen genau einmal besucht. Eine solche Ja-oder-Nein-Frage, deren Antwort
entweder true oder false lautet, heilt in der Informatik Entscheidungsproblem. Die Frage, die
uns hier interessiert, lautet nun: Gibt es einen Algorithmus, der dieses Entscheidungsproblem
16st? Priziser formuliert: Gibt es einen Algorithmus, der als Eingabe einen beliebigen Graph G
erwartet und genau dann true zuriickgibt, wenn er einen Hamiltonkreis enthalt?

algorithm hatHamiltonkreis(G) {
input: ein Graph G
output: true dann und nur dann, wenn G einen Hamiltonkreis enthalt

77?7

11.1.1 Die erschopfende Suche

Mindestens einen Algorithmus gibt es zur Losung des Hamiltonkreisproblems: die erschopfende
Suche (,,Brute Force*), die wir in Aufgabenblatt 6 in den Grundlagen der Programmierung im
letzten Semester kennengelernt haben. Dieser Algorithmus tliberpriift systematisch alle mog-
lichen Kombinationen, die theoretisch eine Losung sein konnten, ob sie das Problem auch
tatsichlich 16sen. Wird so eine Losung gefunden, bricht der Algorithmus mit der Riickgabe true
ab; lost allerdings keine der moglichen Kombinationen das Problem, so existiert auch keine und
es wird false zuriickgegeben.
Nehmen wir an, der zu untersuchende Graph G hitte n Knoten 0, 1, ..., n -1, d.h.

V={0,1,2,...,n—1}. (11.2)

Ein Hamiltonkreis x, der in Knoten 1 beginnt und wieder endet, kann dann als ein (n + 1)-Tupel
(eine Art ,,Vektor®)
x=(0,x1,x2,...,x,-1,0) (11.3)

dargestellt werden, in dem jeder Knoten genau einmal vorkommt (bis auf die 0O, die als Start-
und Endknoten zweimal erscheint). Der in (I1.3)) dargestellte Kreis entspricht also einfach dem
Pfad

0—>x; >x2—> ... > x,-1 —0. (11.4)

Die Wahl des Startknotens 0 ist dabei vollig willkiirlich, statt ihm konnten wir grundsitzlich
natiirlich jeden anderen Knoten nehmen, denn in einem Kreis kann ja jeder Knoten Startpunkt
sein. Tatsdchlich kann man mit dem (n + 1)-Tupel alle Hamiltonkreise iberpriifen, indem
man alle Anordnungen der n — 1 Knoten ungleich O systematisch durchlduft. Diese Anordnungen
heiBen Permutationen. Eine Permutation der n—1 Knoten {1, 2, . ..,n—1} wird miteinem (n—1)-
Tupel (x1, x2, ..., x,—1) in runden Klammern dargestellt. Der Algorithmus muss dann fiir jede
Permutation (xi, xo, ..., x,—1) priifen, ob der ihr zugeordnete Kreis auch in G existiert,
d.h. ob jede der Kanten (x;,x;41) fiir j = 0, ..., n — 1 und die Kante (x,-1,xp) im Graph
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G existieren. Sobald auf diese Weise ein Hamiltonkreis gefunden werden konnte, bricht der
Algorithmus mit der Riickgabe true ab. Wird allerdings nach Durchlaufen aller Permutationen
kein Hamiltonkreis gefunden, so kann es auch keinen geben und der Algorithmus gibt false
zuriick.

Beispiel 11.4 Sei G der links in Abbildung dargestellte Digraph mit den Knoten V =
{0,1, 2, 3}. Die Anzahl der Knoten ist hier also n = 4, und zur Auflistung aller moglichen
Hamiltonkreise, die in Knoten 0 beginnen, miissen wir alle Permutationen (xp, x5, x3) der drei
Zahlen {1, 2, 3} durchlaufen. Davon gibtes (n—1)!=3!=3-2.1=6. Da von diesen Moglichkeiten

e 9 Nr. | mogliche Hamiltonkreise | Permutationen | in G?
1 0—-1—-2—-53—-0 (1,2,3) |
@ 2 051-53-52->0 (1,3,2) O
3 0-52—>51-53->0 (2,1,3) X
4 052535150 (2,3, 1) O
(1) 5] 053515250 (3.1,2) o
G 6 053-2—->1—0 (3,2,1) O

Abbildung 11.2: Die Abstraktion der moglichen Hamiltonkreise hin zu Permutationen, hier fiir einen Digraph
G mit n = 4 Knoten.

nur eine, namlich (2,1,3) oder 0 —» 2 — 1 — 3 — 0, einen Hamiltonkreis wiedergibt, haben
wir damit soga bewiesen, dass es einen — und nur einen — Hamiltonkreis in G gibt. O

Beispiel 11.5 Der Graph in Abbildung hat einen Hamiltonkreis, z.B.
ILNM=E—>I->N->M->E, (11.5)

und ebenso
OM,N)=E—>1—->M —> N —>E, (11.6)

Durch erschopfende Suche erkennt man, dass es keine weiteren Hamiltonkreise gibt, die in E
beginnen. m|

Komplexititsbetrachtungen. Welche Lauzeitkomplexitit hat der beschrieben Algorithmus
hatHamiltonkreis auf Basis der erschopfenden Suche? Da es bis zu (n — 1)! zu priifende
mogliche Hamiltonkreise in einem Graphen mit n Knoten geben kann, und fiir jeden einzelnen
moglichen Kreis wiederum bis zu n Kanten zu priifen sind, hat der Algorithmus eine Laufzeit-
komplexitat

Tuc(n) € O(n(n—-1)!) € O(n!). (11.7)

Er kann allerdings auch schon beim ersten Kreis nach n Kanten terminieren, hat also mindestens
lineare Laufzeit Q(n).

Da 2" € O(n!) gilt, hat die Losung des Hamiltonkreisproblems mit Hilfe der erschopfenden
Suche also eine exponentielle Laufzeit. Gibt es einen effizienteren Algorithmus? Bemerkens-
werterweise ist bis heute kein Algorithmus fiir das Hamiltonkreisproblem bekannt, der eine
polynomielle Laufzeit hat[?| Einen wesentlich besseren Algorithmus scheint es vermutlich nicht
zu geben. Schriankt man allerdings die Klasse der zu untersuchenden Graphen ein, so kann es
durchaus effiziente 16sende Algorithmen geben. Zum Beispiel hat nach einem mathematischen
Satz, dem Theorem von Dirac, ein ungerichteter Graph einen Hamiltonkreis, wenn jeder seiner
Knoten mindestens n/2 eingehende Kanten besitzt: Ein Algorithmus, der das priift, benétigt also

2Wenn Sie einen solchen Losungsalgorithmus zu haben glauben, sollten Sie ihn verdffentlichen und sich
das darauf ausgesetzte Preisgeld von 1 Mio US-Dollar einstreichen: siehe dazu Millenium Prize Problems, Clay
Mathematics Institute, “P vs NP” (http://www.claymath.org/millennium-problems/p-vs-np-problem).


http://www.claymath.org/millennium-problems/p-vs-np-problem
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nur genau n Schritte, hat also eine lineare Laufzeit ®(n). Diese und einige weitere hinreichende
Bedingungen an Graphen fiir die Existenz eines Hamiltonkreises sind in3| aufgefiihrt.

11.2 Das Eulerkreisproblem EC

Ein Problem, das dem Hamiltonkreisproblem auf dem ersten Blick sehr @hnlich sieht, ist das
Eulerkreisproblem. Es hat seinen historischen Ursprung in dem Problem der sieben Konigsberger
Briicken, das der Mathematiker Leoard Euler 1736 16ste (und dabei nebenbei die Graphentheorie
erfand).

Das Eulerkreisproblem ist die Frage, ob in einem gegebenen Graphen ein Eulerkreis existiert,
ob es also nach Definition[I T.2]einen Kreis gibt, der jede Kante des Graphen genau einmal entlang
lauft. Wie das Hamiltonkreisproblem ist das Eulerkreisproblem also ein Entscheidungsproblem.

Beispiel 11.6 Durch erschopfende Suche iiber alle moglichen Kantenziige der 8 gerichteten
Kanten in Graph [IT.T] (wenn wir eine ungerichtete Kante wie zwei gerichtete zihlen, also — =
2) stellen wir fest, dass er einen Eulerkreis enthalt:

E-I-> > MD>E—->N->-M->I—->N->E, (11.8)

oder auch:
E-~N- M—->E—->I1-M-—-1I—->N->E. (11.9)

Da es von E aus nur die beiden Anfangskanten gibt, aber danach keine Variationmoglichkeit
mehr bleibt, sind dies die beiden einzigen Eulerkreise. m]

Obwohl viele Ahnlichkeiten zwischen dem Hamiltonkreisproblem und dem Eulerkreispro-
blem bestehen, stellt sich scheinbar nur noch formell die Frage: Gibt es einen Algorithmus des
Eulerkreisproblems, das effizienter ist als die erschopfende Suche iiber alle moglichen Kanten-
kombinationen? Damit wire das Eulerkreisproblem ja noch deutlich schwieriger zu 16sen als das
Hamiltonkreisproblem, denn die Anzahl der Kanten bei n Knoten ist O (n?), die erschopfende
Suche iiber alle moglichen Eulerkreise wire also O ((n?)!).

Ein in diesem Licht absolut iiberraschendes Ergebnis sind die folgenden Varianten des Satzes
von Euler. Sie ermdglichen einen Algorithmus mit lediglich linearer Laufzeit in n.

Theorem 11.7 (Satz von Euler fiir gerichtete Graphen) Ein zusammenhdngender gerichte-
ter Graph hat genau dann einen Eulerkreis, wenn jeder seiner Knoten genauso viele eingehende
wie ausgehende Kanten besitzt.

Beweis. Siehd?| Q.E.D.

Das Eulerkreisproblem fiir ungerichtete Graphen ist streng genommen ein etwas anderes
Problem als dasjenige fiir gerichtete Graphen, denn hier darf jede ungerichtete Kante nur einmal
aufgesucht werden. Bemerkenswerterweise ist das hinreichende und notwendige Kriterium fiir
die Existenz eines Eulerkreises in diesem Falle aber sogar weniger eingeschrinkt als im Falle
gerichteter Graphen.

Theorem 11.8 (Satz von Euler fiir ungerichtete Graphen) Ein zusammenhdngenderungerich-
teter Graph hat genau dann einen Eulerkreis, wenn jeder seiner Knoten eine gerade Anzahl
eingehender Kanten besitzt.

3Diestel (2000):§8.1.
4Krumke und Noltemeier (2012):Satz 3.26.
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Beweis. SieheP|[o][] Q.E.D.

Mit diesen beiden Varianten des Satzes von Euler ist das Eulerkreisproblem in quadratischer
Laufzeitkomplexitit beziiglich der Knotenzahl n 16sbar,

Truler(n) = O(n?). (11.10)

Denn fiir jeden einzelnen Knoten j miissen wir im gerichteten Fall die j-te Zeilensumme mit der
j-ten Spaltensumme vergleichen, jede einzelne dieser Summen erfordert jeweils n Additionen,
d.h. insgesamt haben wir 2n Additionen; im ungerichteten Fall miissen wir fiir jeden Knoten j
mit n Additionen die j-te Zeilensumme berechnen und nur einmal priifen, ob sie gerade oder
ungerade ist. Insgesamt benotigen wir im gerichteten Fall also maximal 21> Additionen und
Vergleiche und im ungerichteten Fall maximal n?> Additionen und n Priifungen auf Geradheit.
Da bereits ein einziger Knoten ausreicht, um die Nichtexistenz eines Eulerkreises zu bewiesen,
kann der Algorithmus auch schon eher terminieren.

Beispiel 11.9 (Die zwei Varianten des Hauses vom Nikolaus) Betrachten wir das (klassische)
Zeichenspiel ,,Haus vom Nikolaus* fiir Kinder, fiir das ein schematisches Haus mit Dach aus 8
geraden Strecken zu zeichnen ist, ohne den Stift abzusetzen (Abbildung links). Begleitet

VANY. A
X

Abbildung 11.3: Das Haus vom Nikolaus: klassische Version (links), ,,gerichtete Versionen‘ (Mitte, rechts).

D

X

B

A B A B A

wird das Zeichnen dabei durch Sprechen des achtsilbrigen Reims ,,Das ist das Haus vom Ni-ko-
laus®, wobei jede Silbe einer Kante zugeordnet wird. Das Spiel besteht also anders ausgedriickt
darin, einen Kantenzug aus 8 Kanten zu zeichnen. Das Problem hat insgesamt 44 verschiedene
Losungen, zum Beipiel den Kantenzug A-B-C-D-E-C-A-D-B.

Kann man das Haus auch mit einen geschlossenen Kantenzug zeichnen? Anders ausgedriickt:
Hat der ungerichtete Graph in Abbildung [I1.3]links einen Eulerkreis? Da jeder der Knoten A,
B, C und D jeweils eine ungerade Anzahl eingehender Kanten besitzt, lautet die Antwort nach
Theorem [[1.8] sofort: Nein!

Betrachten wir dagegen den Graphen als gerichteten Graphen und ersetzen jede ungerichtete
Kante (—) durch zwei gerichete Kanten () wie in Abbildung [[T.3]Mitte, so hat jeder Knoten
genauso viele eingehende wie ausgehende Kanten, d.h. nach Theorem [I1.7] gibt es einen Euler-
kreis. (Tatséchlich gibt es 44 verschiedene Eulerkreise, da wir jeden geschlossenen Kantenzug
nach 8 Kanten einfach zuriickgehen konnen.)

Ein ,kleinerer gerichteter Graph des Hauses vom Nikolaus, das einen Eulerkreis besitzt, ist
der in Abbildung[IT.3|rechts gezeigte, seine 11 Kanten sind beispielsweise durch den Kreis

A-B-C-D—-E—-C—-A—->D—-C—-B—->D—>A

jeweils genau einmal durchlaufen. O

5Diestel (2000):§0.8.
6Kaderali und Poguntke (1995):§1.3.23.
7Krumke und Noltemeier (2012):Satz 3.32.
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12.1 Grundbegriffe

Wir betrachten in diesem Kapitel sogenannte ,,gewichtete Graphen®, in denen jeder Kante ein
ihr eigenes ,,Gewicht* zugeordnet wird. Je nach Kontext kann ein solches Gewicht eine Linge,
eine zeitliche Dauer oder ein Kostenbetrag zur Erreichung des Endpunktes der Kante von deren
Startpunkt darstellen. Betrachten wir dazu beispielsweise Abbildung [I2.1] Hier konnen die

Abbildung 12.1: Ein gewichteter Graph.

Gewichte also ganz unterschiedliche Bedeutungen haben:
* Entfernungen (d.h. ,,Es sind 3 km von 2 nach 4.%);

e Reisedauern (,,Es dauert 3 Stunden von 2 nach 4.%)

Kosten (,,Es kostet 3 € von 2 nach 4.%)

Gewinne (,,Die Ersetzung von Maschine 2 durch Maschine 4 bringt 3 € Gewinn*)

Kapazititen (,,Die Bandbreite der Netzwerkverbindung von 2 nach 4 betrdagt 3 MBit pro
Sekunde. )

122
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Natiirlich gibt es viele weitere Anwendungsfille fiir gewichtete Graphen, in denen die Gewichte
ganz andere Bedeutungen haben. Die formale Definition gewichteter Graphen lautet wie folgt.

Definition 12.1 Ein gewichteter Graph G, = (V,E,y) ist ein Graph G = (V,E) mit der
Gewichtsmatrix
Yir oo Yin
y=| : S (12.1)
Ynl = Ynn
Hier bezeichnet der Matrixeintrag y,,, das Gewicht der Kante (v, w). Existiert zwischen v und w
gar keine Kante, gilt y, ,, = co. Wir werden oft einfach G statt G,, schreiben, wenn es ersichtlich
ist, dass es sich um einen gewichteten Graphen handelt. O

Die Gewichtsmatrix ist also eine Art Verallgemeinerung der Adjazenzmatrix, allerdings mit
dem Wert oo statt der Null. Die ungewichteten Graphen, die wir bisher betrachtet haben, konnen
wir als gewichtete Graphen mit dem fiir alle Kanten gleichen Einheitsgewicht 1 auffassen, also
Yyw = 1 fiir alle (v,w) € E, und v,,,, = co, wenn (v, w) ¢ E.

Beispiel 12.2 Die Gewichtsmatrix des Graphen in Abbildung lautet also:

oo 1 oo 4 oo o
o oo 5 3 5 o
o oo oo oo 4 7
Y= o 0 T o0 6 oo (12.2)
2 00 oo oo oo 4
0O 00 00 00 0O 00
Od

Bemerkung 12.3 (Negative Gewichte) Grundsitzlich konnen Gewichte eines Graphen auch
negativ sein. Das macht zwar auf den ersten Blick keinen Sinn, wenn sie Entfernungen oder
Reisedauern wie in eine Navigationssystem darstellen. Aber wenn sie z. B. Kosten darstellen,
kann ja durchaus der Weg von Zustand v nach Zustand w einen Gewinn abwerfen und damit ne-
gativ werden. Ein anderes Beispiel wire der Stromverbrauch eines E-Autos, das zu der scheinbar
paradoxen Konstellation

7
4

fiihren kann, z.B. wenn die Strecke zwischen v und w abschiissig ist und der Weg bergauf 7 kWh
verbraucht, der Weg bergab aber den Akku um 4 kWh aufladt. O

In einem gewichteten Graphen konnen wir nun wie folgt die Linge eines beliebigen Weges und
darauf basierend die Distanz eines kiirzesten Weges zwischen zwei Knoten definieren.

Definition 12.4 Sei p = (vo,v1,...,v,) ein Weg in einem gewichteten Graphen G, . Die Léiinge
von p ist dann definiert als die Summe der Gewichte seiner Kanten:

Y(p) = D y(ict,vi). (12.3)
i=1

Ein kiirzester Weg von v nach w ist ein Weg p.., der die minimale Linge von allen Wegen von v
nach w hat. Wir bezeichnen die Lange mit /(p.) oder einfach |p.|. Diese minimale Linge heif3t
die Distanz

o(v,w). (12.4)

Falls von v und w kein Weg existiert, definieren wir die Distanz als 6 (v, w) = oo. O
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Beachten wir, dass es in einem gegebenen Graphen grundsitzlich mehrere kiirzeste Wege
zwischen zwei Knoten v, w € G,, geben kann, allerdings ist die Distanz 6 (v, w) stets eindeutig.
Das folgende Beispiel moge das illustrieren.

Beispiel 12.5 Gegeben sei der gewichtete Graph in Was ist die Distanz von O nach 3?
Zunichst miissen wir einen kiirzesten Weg von 0 nach 3 finden. Durch Auflisten aller moglichen

w g 8 8
g — 8 w
g 8 8w
g » ey

Abbildung 12.2: Ein gewichteter Graph.

Wege und deren Linge,

(0,1,3) - |(O,],3)|:5+4:9,
0,2,3) = [(0,2,3)|=2+5=17,
0,2,1,3) = [(0,2,1,3)|=2+1+4=7,

erkennen wir, dass es zwei kiirzeste Wege von 0 nach 3 gibt, die Distanz aber ist eindeutig und
betragt 6(0,3) = 7. O

12.2 Kiirzeste-Wege-Probleme

Die Bestimmung der Distanz zweier Knoten ist mathematisch gesehen ein Optimierungsproblem.
Je nach GroBe des Graphen kann dies ein sehr aufwéndiges Verfahren sein. In der Algorithmik
werden tiblicherweise zwei zentrale Arten von Kiirzeste-Wege-Problemen unterschieden:

* SSSP (single-source shortest path): Was ist ein kiirzester Weg von einem fest vorgegebenen
Startknoten s zu allen anderen Knoten v? Fiir nichtnegative Gewichte wird es durch den
Dijkstra-Algorithmus gel6st, fiir negative durch den Bellman-Ford-Algorithmus.

* APSP (all-pairs shortest paths) Was sind kiirzeste Wege zwischen allen Paaren von
Start- und Zielknoten? Ein effizienter Algorithmus zur Losung dieses Problems ist der
Floyd-Warshall-Algorithmus.

Aber fehlt da nicht mindestens ein wichtiges Problem? Ein Navigationssystem z.B. will ja den
kiirzesten Weg von einem festgelegten Start zu einem festgelegten Ziel finden. Tatsdchlich gibt
es auch fiir dieses Problem eine Abkiirzung, SPSP (single-pair shortest path). Da aber fiir die
Losung auch die kiirzesten Wege von dem Start zu allen anderen berechnet werden muss, ist es
in Wirklichkeit eine spezielle Variante des SSSP!

Was ist bei Graphen mit negativen Gewichten zu beachten? Einige Algorithmen konnen

2

\4
O—=0O——0O——W

Abbildung 12.3: Gewichteter Graph mit negativem Gewicht.

ein Kiirzeste-Wege-Problem mit negativen Gewichten 16sen, wenn es denn eine Losung gibt,



125

manche jedoch nicht. Betrachten wir dazu den Graphen in Abbildung Auf dem Weg von v
nach w konnen wir durch mehrfaches Durchlaufen des Kreises die Distanz beliebig verringern.
Mit anderen Worten gilt in diesem Fall 6 (v, w) = —co. Im Allgemeinen kann also ein Kiirzeste-
Wege-Problem in einem Graphen mit negativen Kreisen nicht 19sbar.

Theorem 12.6 Ein Kiirzeste-Wege-Problem in einem Graphen (auch mit negativen Gewichten)
ist genau dann losbar, wenn der Graph keine negativen Kreise hat.

12.3 Das Relaxationsprinzip

Kann man die Kiirzesten-Wege-Probleme nur 16sen, indem man per Brute-Force alle moglichen
Kombinationen der Kanten durchliuft, oder gibt es effiziente Algorithmen? Die gute Antwort:
Je nach Problem und Grapheigenschaften gibt es effiziente Losungen! Je nach Problem sind
verschiedene effiziente Losungsalgorithmen bekannt:

» SSSPFiir nichtnegative Gewichte wird es durch den Dijkstra-Algorithmus gelost, fiir
negative unter bestimmten Bedingungen durch den Bellman-Ford-Algorithmus.

* APSP (all-pairs shortest paths) Ein effizienter Algorithmus zur Losung dieses Problems
ist der Floyd-Warshall-Algorithmus.

Wir werden den Floyd Warshal und den Disjkstra-Algorithums im Folgenden néher untersuchen.

Die folgende wichtige Eigenschaft liegt dem Relaxationsprinzip zugrunde, die wiederum
der Kern aller hier vorgestellten Losungsalgorithmen von Kiirzeste-Wege-Problemen darstellt.
Sie ist auf den ersten Blick eine eigentlich triviale Tatsache, aber ihre Bedeutung ist enorm.

Theorem 12.7 (Dreiecksungleichung) Sei G, = (V, E, y) ein gewichteter Graph ohne negative
Kreise. Sei ferner 6 (v, w) die Distanz zwischen v und w fiir alle v, w € V. Dann gilt fiir beliebige
drei Knoten u, v, w € V (die nicht ungleich sein miissen) die Ungleichung

o(v,w) £6(v,u) +6(u,w). (12.5)
Das Gleichheitsszeichen gilt genau dann, wenn u auf einem kiirzesten Weg von v nach w liegt.

Beweis. Ein kiirzester Weg von v nach w kann nicht lidnger sein, als wenn er iiber u fiihrt.
Entweder liegt u auf einem kiirzesten Weg, dann gilt das Gleichheitszeichen. Oder u liegt nicht

2/(4
O-—0O—0O—®

Abbildung 12.4: Dreiecksungleichung.

auf einem kiirzesten Weg, dann muss es einen Weg ohne u geben, der echt kiirzer ist, und die
Ungleichung ist strikt. Q.E.D.

Beachte, dass diese Ungleichung sogar gilt, wenn es gar keinen Weg zwischen zwei der drei
Knoten u, v und w gibt oder gar alle drei nicht miteinander verbunden sind, denn in diesen Fillen
gilt 5(+,-) = co. Wenn z.B. §(v, w) = oo, so muss entweder (v, u) = oo oder d(u, w) = co sein
(denn sonst wire u ja auf einem kiirzesten Weg zwischen v und w).

Mit diesem Theorem lésst sich das Relaxationsprinzip als Basis fiir einen Losungsalgorith-
mus eines Kiireste-Wege-Problems begriinden. Es lautet in Pseudocode:
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/* dist[v][w] bisher berechnete Distanz von v nach w
* next[v][w] = bisher bestimmter Knoten, um von v nach w zu kommen
*/
if (dist[v][w] > dist[v][u] + dist[ul[w]) {
dist[v][w] « dist[v][u] + dist[u][w];
next[v][w] « u;

}

Hier stellt der Matrixeintrag dist[v][w] den durch einen Algorithmus bislang gefundenen
kiirzeste Entfernung von v nach w dar. Der Matrixeintrag next[v][w] speichert den diesem
Entfernungswert gefundenen Nachfolgeknoten, der von v nach w zu laufen ist.

Beispiel 12.8 Gegeben sei der gewichtete Graph in Abbildung Die drei Matrizen vy, dist

Abbildung 12.5: Ein gewichteter Graph

und next lauten dann:

o 4 8 8 4 7 1 1 1
y= 4 o 3 |, dist=| 4 6 3|, next=| 0 2 2 |. (12.6)
8 3 o 7 3 6 111

Die Eintrage dist[0]1[2] = 7 und next[0][2] = 1 beispielsweise bedeuten dann, dass ein
kiirzester Weg von 0 nach 2 die Lange 7 hat und von 0 nach 1 fiihrt. Die weitere Knotenfolge
dieses Weges ergibt dann, indem dann man den Eintrag next[1]1[2] = 2 betrachtet, d.h. man
gelangt von 1 nach zwei am schnellsten tiber den Knoten 2:

next[0][2] =1 — next[1l][2] =2,
wie man hier in dem kleinen Graphen leicht tiberpriifen kann O

Als Datenstrukturen konnen die beiden Arrays auf zwei verschiedene Weisen implemen-
tiert werden. Einerseits konnen wir sie als Attribute des Graphen betrachten, d.h. als zwei
zweidimensionale Arrays; dies wird im Folgenden mit dem Floyd-Warshall realisiert. Anderer-
seits konnen sie aufgefasst werden als Attribute eines Objektes ,,Knoten®, in diesem Falle dann
aber als eindimensionale Arrays, die jedem einzelnen Knoten gehoren; diese Sichtweise wird in
dem unten beschriebenen Dijkstra-Algorithmus umgesetzt werden.

12.4 Floyd-Warshall-Algorithmus

Wir betrachten nun den Floyd-Warshall-Algorithmus zur Losung des APSP-Problems. Dieser
Algorithmus fasziniert durch seine Einfachheit. Er wurde 1962 unabhingig voneinander durch
by R.W. Floyd und S. Warshall entwickelt. Er kann als Methode eines Graphen geméifl dem
folgenden Klassendiagramm implementiert werden.

GewichteterGraph

# weight: doublel[ ][ ]

# dist: double[ ][ ]

# next: int[ ][]

+ floydWarshall(): void
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Der Floyd-Warshall-Algorithmus wird hier ohne Parameter aufgerufen. Als statische Methode
(bzw. alleinstehende Funktion) wiirde er als Parameter die Gewichtsmatrix weight des Graphen
erhalten und als Ergebnis die zwei Arrays [dist, next] berechnen.

/*x Objektmethode, die die Attributarrays dist und next berechnet. x/
algorithm floydwarshall() {
// Initialisierung:
for (v from 0 to n—1) {
for (w from 0 to n—1) {
dist[v][w] <« weight[v][w];
if (weight[v][w] < inf) {
next[v][w] <« w;
} else {
next[v][w] « —1;

}

for (u from 0 ton—1) {
for (v from 0 to n—1) {
for (w from 0 to n—1) {
// Relaxationsprinzip:
if (dist[v][w] > dist[v][u] + dist[ul[w]) {
dist[v][w] < dist[v][u] + dist[u][w];
next[v][w] <« u;

}

Natiirlich ist die Einfachheit eines Algorithmus noch lange keine Garantie dafiir, dass er auch
korrekt ist. Das miissen wir schon mathematisch beweisen, und natiirlich unter Angabe der
genauen Annahmen, die fiir die Korrektheit hinreichend sind. Das liefert das folgende Theorem,
und die vorausgesetzte Annahme ist genau die zur Losung auch notwendige: keine negativen
Kreise.

Theorem 12.9 (Korrektheit des Floyd-Warshall-Algorithmus) Enthdlt ein gewichteter Graph
mit der Gewichtsmatrix weight keine negativen Kreise, so lost der Floyd-Warshall-Algorithmus
das APSP und liefert fiir jedes Knotenpaar v,w € G den Wert

dist[v][w] =d6(v,w),
also genau die Distanz von v nach w.

Beweis. Nach dem Initialisierungsschritt gilt zunédchst dist[v] [w] =weight[v] [w]. Damit sind
bereits alle Wege mit nur einer Kante bestimmt. In jeder Iteration der dreifach verschachtelten
Schleife wird fiir jeden moglichen Weg mit # Kanten gepriift, ob das Relaxationsprinzip an-
zuwenden ist. Da es keine negativen Kreise gibt, kann ein kiirzester Weg keine Kante doppelt
enthalten, d.h. nach u = n — 1 Kanten sind alle in Frage kommenden Wege gepriift und die
Distanzen fiir alle Knotenpaare v und w berechnet. Q.E.D.
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Beispiel 12.10 Gegeben sei der gewichtete Graph in Abbildung aus Beispiel Die
Matrizen dist und next lauten nach dem Initialisierungsschritt:

oo 5 2 o -1 1 2 -1
dist = o0 oo oo 4 next = -b-r -3
o 1 o 51 -1 1 -1 3
3 00 o0 0 -1 -1 -1

Der erste Schleifendurchlauf fiir (u,v,w) = (0,0, 0) lidsst beide Matrizen unverindert, da die
if-Bedingung nicht wahr ist, und ebenso die folgenden drei mit (u,v,w) = (0,0, w) mit w =
1, 2, 3. Uberhaupt kann die Bedingung nur wahr werden, wenn u, v und w paarweise ungleich
sind, d.h. der erste zu priifende Fall tritt fiir (u, v, w) = (0, 1,2) ein: Da

dist(1,2) =c0 = dist(1,0)+dist(0,2) =0 +2 =00
(mit der Rechenregel co + x = oo fiir jedes x € R), ist jedoch auch hier die Bedingung nicht
wabhr, ebenso wie fiir (u,v,w) = (0,1,3) und (u,v,w) = (0,2, w) mit w = 0, 1, 2, 3. Erst bei
(u,v,w) =(0,3,1) wird mit

dist(3,1) =00 = dist(3,0) +dist(0,1)=3+5=8

die Bedingung wahr und dist[3][1] « 8, next[3][1] « O:

© 5 2 o -1 1 2 -1
dist = o oo oo 4 ¢ = -1 -1 -1 3
Bl o 1 o 5 | next=1 -1 1 -1 3
3 8 oo o 0O 0 -1 -1
Am Ende gilt:
0 3 2 7 3222
gist—| 7 109 0 L3333
Bl 110 50 "7l 3 103 3
36 5 10 020 2

Die Distanz von 0 nach 3 ist insbesondere dist[0] [3] = 7 und ein kiirzester Weg ergibt sich aus
next[0][3]1=2 — next[2][3] =3

zu (0,2, 3), wie wir es ,,zu Full* bereits in Beispiel auf Seite [124] bestimmt hatten. O

Komplexitiatsanalyse. Der Floyd-Warshall-Algorithmus besteht aus zwei verschachtelten Schlei-
fen. Bei n Knoten des Graphen durchliuft die erste Schleife genau n? Iterationen, die zweite
genau n° Iteratione

Trw(n) = O(n°). (12.7)

In einem ,,dichten* Graphen, in dem fast alle Knoten direkt miteinander verbunden sind, ist die
Kantenanzahl nach Gleichung ungefihr gleich n?. In diesem Fall ist der Floyd-Warshall-
Algorithmus also nahezu optimal. In Graphen mit sehr wenigen Kanten dagegen priifen die
drei verschachtelten Schleifen viel zu viele unmogliche Kombinationen; in diesem Fall ist der
Floyd-Warshall-Algorithmus also ineffizient.

Kaderali und Poguntke| (1995):§6.1.23.
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12.5 Der Dijkstra-Algorithmus

In diesem Abschnitt behandeln wir einen effizienten Algorithmus, der das SSSP fiir Graphen
mit nichtnegativen Gewichten 16st. Er wurde 1956 von dem niederlédndischen Informatiker ent-
wickelt und drei Jahre spiter verdffentlicht. Ahnlich wie der Floyd-Warshall-Algorithmus priift
der Dijkstra-Algorithmus iterativ, ob der bislang gefundene kiirzeste Weg durch das Relaxati-
onsprinzip verkiirzt werden kann. Dabei wird der jeweils néchste zu priifende Knoten aus einer
Vorrangwarteschlange (Priority Queue) als tempordrem Speicher entnommen, an deren Spitze
der aktuell dem Startknoten nédchste Knoten steht. Die Laufzeit des Algorithmus hdngt damit
auch davon ab, wie performant diese Datenstruktur aktualisierbar ist. In der hier beschriebenen
Version wird sie als Minimumheap implementiert.

Zu beachten ist, dass sich die Distanz eines Knotens in der Warteschlange im Laufe des
Algorithmus hiufig dndern kann. Als Datenstruktur muss sie also eine Zugriffsmethode de-
creaseKey bereitstellen, die die Distanz eines Knoten dndert und die Queue wieder neu sortiert.
Insgesamt hat die Vorrangwarteschlange also die folgenden Zugriffsmethoden:

¢ int extractMin(): Gibt den Knoten mit der aktuell minimalen Distanz vom Startknoten
zuriick und l6scht ihn aus der Vorrangwarteschlange.

* decreaseKey(Knoten, neueDistanz): Mit dieser Methode wird die Distanz fiir den spezi-
fizierten Knoten mit dem libergebenen Wert neueDistanz belegt und damit die Vorrang-
warteschlange neu sortiert.

Damit konnen wir den Dijkstra-Algorithmus mit Hilfe der in Abbildung [12.6] dargestellten
Klassenstruktur implementieren. Hier stellt das verborgene Attribut adjazenz eines Knotens

Graph Knoten
# knoten : Knoten[]
# adjazenzmatrix : int[][] + getIndex(): int
+ Graph(int[][]) + getAdjazenz(): Knoten[]

+ getVorginger(): Knoten

+ setVorginger(Knoten): void

+ getDistanz(): double
GewichteterGraph + setDistanz(double): void

# gewichtsmatrix : double[][]

+ GewichteterGraph(double[][])

+ dijkstra(int) : void

+ toString() : String

+ main(String[]) : void

PriorityQueue<Knoten>

+ PriorityQueue(Knoten[])
+ extractMin(): Knoten
+ decreaseKey(Knoten, double): void

Abbildung 12.6: Klassendiagramm zum Dijkstra-Algorithmus

die Adjazenzliste des Knotens dar, und jeder Knoten hat als Attribut seinen spezifischen Index
in dem Graphen. Der Dijkstra-Algorithmus wird mit dem Index s eines Knotens als Einga-
beparameter aufgerufen. Die restlichen (verborgenen) Attribute des Knotens werden von dem
Dijkstra-Algorithmus verwendet, in distanz steht nach seinem Aufruf die Distanz des Konotens
zum Startknoten, und in vorganger der jeweilige Vorgidngerknoten, der auf dem kiirzesten Weg
vom Startknoten zu diesem Knoten liegt.

Aufgrund der Ausgangslage des SSSP, ndmlich einem vorgegebenen Startknoten s, verwen-
det der Dijkstra-Algorithmus die folgende Version des Relaxationsprinzips:
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/* dist[w] = bisher berechnete Distanz von s nach w
* pred[w] = bisher bestimmter Vorgangerknoten von w des kiirzesten Wegs von s
*/
if (dist[s][w] > dist[s][u] + weight[u][v]) {
dist[s][w] « dist[s][u] + weight[u][w];
pred[w] < uj;

}

Insgesamt lautet der Algorithmus von Dijkstra damit wie folgt.

algorithm dijkstra(s) {
input : Index s des Startknotens knoten[s]
output: speichert fir jeden Knoten die Distanz und den Vorganger auf
einem kirzesten Weg von s

// Initialisiere Attribute aller Knoten:
for(i: 0 ton—-1) {
setze distanz von knoten[i] auf oo;
setze vorganger von knoten[i] auf null;

}

setze distanz von knoten[s] auf 0; // Distanz des Startknotens zu sich selbst
erzeuge PriorityQueue<Knoten> g mit allen Knoten;

// wende fiir den jeweils ndchstgelegenen Knoten in g das Relaxationsprinzip an:
while(g ist nicht leer) {
u < g.extractMin(); // entferne Knoten mit geringster Distanz
for(w in Adjazenz von u) {
d <« u.getDistanz() + gewicht[u.getIndex()][w.getIndex()];
if (w.getDistanz() > d) { // Dreiecksungleichung verletzt?
w.setDistanz(d); // setze Attribut distanz von w auf d
w.setVorganger(u); // setze Attribut vorganger von w auf u
g.decreaseKey(w,d); // sortiere Vorrangschlange mit neuer Distanz um

Beispiel 12.11 Betrachten wir den Dijkstra-Algorithmus am Beispiel eines gewichteten Gra-
phen mit vier Knoten wie in Abbildung [[2.7] Die jeweils aktuell berechneten Distanzen sind

Abbildung 12.7: Ablauf des Dijkstra-Algorithmus fiir den Startknoten A.

als rote Zahlen an den Knoten angegeben, die jeweiligen Vorgédnger durch rot markierte Kanten.
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Gezeigt sind hier die fiinf Phasen (1) nach der Initialisierung und der Speicherung aller Knoten
in der Vorrangwarteschlange, (2) nach dem ersten Durchlauf der while-Schleife, in dem A aus
der Warteschlange entfernt wird, danach (3), (4) und (5), wo sukzessive C, D und B entfernt
werden. In Phase (2) ist beispielsweise der Vorginger von B der Knoten A, nach Uberpriifung
der Dreiecksungleichung in Phase (3) allerdings sind die Distanz auf 4 und der Vorginger auf C
angepasst. O

Beispiel 12.12 (Negative Gewichte) Bei Graphen mit negativen Gewichten kann der Dijkstra-
Algorithmus versagen. Ein einfaches Beispiel dazu ist der Graph in Abbildung Hier liefert

Abbildung 12.8: Negative Gewichte: Der Dijkstra-Algorithmus liefert hier als kiirzesten Weg von A nach D
den Weg A-B-D mit der Linge 2, dabei ist es tatsdchlich der Weg A-C-D mit der Distanz 1.

der Dijkstra-Algorithmus als kiirzesten Weg von A nach D den Weg A-B-D mit der Linge 2,
dabei ist es tatsdchlich der Weg A-C-D mit der Distanz 1. Die Ursache fiir das Versagen des
Dijkstra-Algorithmus ist, dass er ein Greedy-Algorithmus ist, also ein Algorithmus, der in jedem
Schritt diejenige Option wihlt, die das beste Ergebnis verspricht. Im Allgemeinen finden solche
»gierigen* Algorithmen nur lokale Optima, aber nicht immer auch globale. O

Theorem 12.13 (Komplexitiatsanalyse) Der Dijkstra-Algorithmus mit einem Heap als Vor-
rangwarteschlange berechnet ein SSSP in einem gewichteten Graphen G, = (V, E, ) mit nicht-
negativen Gewichten in einer Laufzeit Tpijxsua(|V], |E|) und mit Speicherbedarf Spijistra(|V)
gegeben durch

Toijkswra(IVI, [E]) = O(([V] + |E]) - log [V]), Spijkstra (1V]) = O V). (12.8)

Hierbei ist |V| die Anzahl der Knoten des Graphen und |E| die Anzahl der Kanten.

Beweis. Betrachten wir zunichst die Laufzeit Tpjjksra. Die erste for-Schleife (,,Initialisierung®)
hat eine Laufzeitkomplexitit von @(|V|), da sie jeden Knoten durchlduft. Die Erzeugung der
Vorrangwarteschlange kostet durch die geeignete Umsortierung mit der Einfligemethode fiir
einen Heap nach auf Seite O(n - Tinsert(n)) = O(nlogn) Laufzeit, wenn n = |V|
die Anzahl der Knoten des Graphen ist. Die verschachtelte Schleife while ... for schlieBlich
erfordert die folgenden Laufzeitkomplexititen:

while(g ist nicht leer) { // genau — n Durchlaufe
u « qg.extractMin(); // — O(logn)
for (w in Adjazenz von u) { // — AuBengrad von u

if (...) {

q.decreaseKey(w,d); // — O(logn)
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Die Entnahme je eines Knotens u aus der Vorrangwarteschlange wird also insgesamt genau
n-mal durchgefiihrt, die Anzahl aller for-Schleifendurchldaufe zusammengezihlt ist genau die
Anzahl |E| der Kanten des Graphen.

Fiir die Gesamtlaufzeit Tpjjksira miissen wir also die Laufzeiten Tipger flir das Einfiigen Texgract
fiir die Entnahme und Tyecrease fiir die Umsortierung zusammenrechnen,

TDijkstra(lvl’ |E|) = Tinsert(lvl) + Textract(lvl) + Tdecrease(lvl’ |E|)
=0(|V| -log|V]) + O(|V| - log [V]) + O(|E] - log [V]) (12.9)
=O((IVI+E|) - log[V])

Das ist genau die erste Gleichung in (12.8). Um den Speicherplatzbedarf Spjjksira Zu ermitteln,
reicht es zu erkennen, dass die einzige interne Speicherstruktur die Vorrangwarteschlange ¢ ist
zur Speicherung der ®(|V|) Knoten ist. Q.E.D.

Bemerkung 12.14 Eine wesentliche Rolle fiir die Laufzeit des des Dijkstra-Algorithmus spielt
die intern verwendete Datenstruktur der Vorrangwarteschlange. Wiirden wir beispielsweise
stattdessen ein unsortiertes Array oder eine unsortierte Liste verwenden, so findet man das
Minimimum darin mit einer Laufzeit O(|V|) statt O(log |V|), d.h. Texwact(IV]) = O(|V]?) in
(12.9), d.h. es gilt insgesamt nur noch

Toijksua(IV], 1E]) = Toigsua(IV]) = O([V]?). (12.10)

Verwendet man andererseits als Vorrangwarteschlange die komplizierte Datenstruktur Fibonac-
ci-Heap, so hat der Dijkstra-Algoritmus sogar eine Laufzeitkomplexitit von nur O(|E| + |V| -

log |V O

2Heun (2000):85.4 & 5.5.



Anhang

A.1 Mathematischer Anhang

A.1.1 Mathematische Notationen

Definition A.1 Fiir eine reelle Zahl x bezeichnen wir mit | x| die grote ganze Zahl, die kleiner
oder gleich x ist, oder formaler:

|x] = max{n € Z| n £ x}. (A.1)
Die Klammern |. . .| heilen untere Gauf3-Klammern oder auf Englisch floor-brackets. O

Zum Beispiel gilt |5.43] = 5, [x] = 3, [V2] = 1, |-5.43] = —6. Fiir zwei positive
Ganzzahlen m, n € N gilt

{ﬂJ =m div n,

n
wobei ,,div‘ die ganzzahlige Division bezeichnet.

A.1.2 Die modulo Operationen ,,mod‘ und ,, %0

In der mathematischen Literatur finden Sie oft die Notation
k =n mod m, oder k = n mod m.

Als Operator aufgefasst dhnelt mod sehr dem aus den C-dhnlichen Programmiersprachen be-
kannten Operator %. In der Tat sind mod und % fiir zwei positive Zahlen identisch, d.h. es gilt
n mod m = n Y% m. Die allgemeine auch fiir negative Werte geltende Definition lautet jedoch

nmodm=n—|n/m] flirm 0 (A.2)
und
nmod0=n (A.3)

speziell fiir m = 0, vgl[T] Diese Definition gilt allgemein sogar fiir reelle Zahlen m, n € R, Hinter
dem Operator mod steht die Idee, eine Periodizitit auszudriicken, also die ,,Phase* (n mod m)
einer ,,Periode m darzustellen. Fiir m = 3 beispielsweise ergibt sich das periodische Muster der

1Graham etal, (1994):p. 82.
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Zahlen0 — 1 — 2 — 0 — ... nahtlos vom negativen in den positiven Zahlbereich, wahrend %
eine Art Punktspiegelung am Nullpunkt darstellt:

n |-+ -5 -4 -3 -2 -1 0
nmod3[--- 1 2 0 1 20
n%3 |-+ 2 -1 0 -2 -1 0

— [
[\O RN \OJ I \S]
S O|Ww
—_ =
\O RN S V)]
S O
el
[\O R\ o]
S O \©o
—_— = o

Zum Beispiel gilt -5 mod 3 =1, aber =5 % 3 = —(5 % 3) = -2.

A.1.3 Exponentielle und logarithmische Funktionen

Es gilt fiir reelle Zahlen a > 0, x, y € R die Beziehung

’a“y =a'-a. ‘ (A4)

(Fiir negative Zahlen a gilt diese Beziehung nur, wenn x und y ganze Zahlen sind.) Der Loga-
rithmus zur Basis a ist das Inverse der Exponentialfunktion a*, also

alogax =x loga al = y. (a,x >0, y € R) (AS)

Wir bezeichnen mit Inx den natiirlichen Logarithmus einer positiven Zahl x, d.h. Inx = log, x,
der demnach die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion e* ist:

Inx

e =x. Ine” =y. (x>0, yeR) (A.6)

Weiter gelten fiir den Logarithmus die Rechengesetze

log,(xy) =log, x +log, y, ¢ -log, x =log, x°. (x,y>0,ceR) (A7)

Ein Wechsel der Basis des Logarithmus kann gemaf der Regel

(a,b €N, x > 0) (A.8)

durchgefiihrt werden. Insbesondere gilt log, x = ﬁ In x, d.h. alle Logarithmen konnen auf den
natiirlichen Logarithmus zuriick gefiihrt werden.

Tabelle A.1: Héufige Funktionen der Algorithmusanalyse

Beschreibung Notation Definition
Abrundung (floor) Lx] grofite ganze Zahl < x
Aufrundung (ceiling) [x] kleinste ganze Zahl = x
Natiirlicher Logarithmus Inx log, x, (y, so dass ¢” = x)
Binérer Logarithmus lg x log, x, (y, so dass 27 = x)
Bitzahl |1 +1gn] Anzahl Bits der Bindrdarstellung von n
n
1
Harmonische Reihe H, Z T =1+ % + % +...+ %
k=1
Fakultit n! n!l=1-2-3.-...-n.
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A.2 Berechnung des ggT mit Primfaktorzerlegung

Das folgende Programm in Java liefert eine Implementierung der (nicht effizienten!) Berechnung
des groften gemeinsamen Teilers ggT(m, n) zweier natiirlicher Zahlen m, n € N. Es basier auf
dem Algorithmus [6.1] auf Seite

Listing A.1: Der ggT mit Hilfe der Primfaktorzerlegung in Java

import java.util.TreeMap;

public class GGT {
/*x Gibt ggT(m,n) zuriick. Der Algorithmus verwendet die Primfaktorzerlegungen
* von m und n.
* @param m eine natiirliche Zahl
* @param n eine natiirliche Zahl
* @return der groBte gemeinsame Teiler von m und n
*/
public static int primfaktorzerlegung(int m, int n) {
TreeMap<Integer,Integer> F_m = primfaktoren(m);
TreeMap<Integer,Integer> F_n = primfaktoren(n);
int exponent, ggT = 1;

for (int faktor : F_m.keySet()) {
if (F_n.containsKey(faktor)) {
exponent = Math.min(F_m.get(faktor), F_n.get(faktor));
ggT *= (int) Math.pow(faktor, exponent);

}
return gqT;

/** Gibt eine Map {p -> e} aller Primfaktoren p und ihrer Vielfachheiten e
* einer natiirlichen Zahl n zuriick.
* (@param n eine natiirliche Zahl
x @return Map {p -> e} aller Primfaktoren p von n und ihrer Vielfachheiten e
*/
public static TreeMap<Integer,Integer> primfaktoren(int n) {
TreeMap<Integer,Integer> faktoren = new TreeMap<>();
int prime;
int e; // stores current exponent;
int p = 2; // stores current prime
int sqrtN = (int) Math.sqrt(n);
boolean plus2Step = true; // flag to control the wheel

while (p <= sqrtN) {
if (n % p==0) {

e =1;

n=n/p;

while (n % p == 0 && n > 1) {
e=¢e + 1;
n = n/p;
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faktoren.put(p,e); // add p°

}

if (p == 2) {
p=p+1;

} else {
p=p+2;

}

}

if (n> 1) { // n itself is prime
faktoren.put(n, 1); // add n!

}

return faktoren;

}

public static void main(String[] args) {
int m=6, n=4;
System.out.println("primteiler("+m+","+n+")="+primfaktorzerlegung(m,n));
m = 48; n = 60;
System.out.println("primteiler("+m+","+n+")="+primfaktorzerlegung(m,n));

A.3 Beweis des Theorems 9.9 zum Geburtstagsparadoxon

Theorem A.2 Unter der ,idealen* Voraussetzung, dass eine gegebene Hashfunktion eine Men-
ge von n Wortern gleichverteilt auf m Hashwerte abbildet, ist die Wahrscheinlichkeit fiir min-
destens eine Kollision durch
-1 -2)---(m-n+1
pmin) = 1 m(m—1)(m—=2)---(m—-n+1) (A.9)

mn

gegeben.
Beweis. Bezeichnen wir zur Vereinfachung p = p(m, n) und definieren
qg=1-p. (A.10)

Dies ist die Gegenwahrscheinlichkeit von p. Wir werden zunichst g berechnen, erst danach p
von ¢ herleiten. Wie also berehcnet man g? Bezeichnen wir mit g; die Wahrscheinlichkeit, dass
das i-te Wort kollisionsfrei auf einen Hashwert abgebildet wird, unter der Voraussetzung, dass
dies fiir alle j < 7 auch galt, so folgt

q=491:492" ... 4n.

Wir sehen gleich, dass g1 = 1 gilt, denn zu Beginn sind alle m Hashwerte frei und das erste Wort
wird sicher kollisionsfrei einem Hashwert zugeordnet. Beim zweiten Wort jedoch ist bereits ein
Hashwert besetzt und es gibt nur noch m — 1 freie Hashwerte. D.h., g» = (m — 1)/m. So leiten

wir allgemein her, dass
m-—i+1 .
qi=—""— l<isn,

da das i-te Wort immer schon (i — 1) besetzte Hashwerte vorfindet. Daraus ergibt sich aber genau
Gleichung (A.9). Q.E.D.
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